
 

 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

I. INTRODUCCIÓN 

Al analizar algoritmos que contienen una instrucción de 
iteración, es común la aparición de invariantes. En [1]  
se presenta la técnica de reemplazo de constante por 
variable para calcular dicha invariante. En este trabajo 
se realiza un nuevo análisis de esta técnica relacionado 
con los predicados 𝐻𝑘(Post) de [2]. 

Para unificar la presentación de los algoritmos en este 
trabajo, todos los algoritmos serán escritos en pseudo-
lenguaje GCL (Guarded Command Language) [2], que 
es un pseudolenguaje definido por Dijkstra, donde se 
pueden escribir algoritmos no determinísticos. GCL ad-
mite una Lógica de Hoare [3] y fórmulas para 

precondiciones más débiles, relativamente simples, que 
facilitan la actividad de corrección de un programa. 

Si Pre y Post son predicados para ser usados como pre-

condición y postcondición de una instrucción 𝑆, enton-
ces la Lógica de Hoare [3] se basa en la noción de tri-
pletas {Pre} 𝑆 {Post}, que se entienden como un predi-
cado que es verdadero si y sólo si la instrucción  manda 
los estados del programa que satisfacen Pre a estados 

que satisfacen Post. Para hacer derivaciones lógicas so-
bre estas tripletas, se definen para el lenguaje GCL, las 

siguientes reglas de inferencia, en donde 𝐵0, … , 𝐵𝑛 son 

expresiones booleanas del lenguaje GCL y DG es una 
abreviación de domain(𝐵0, … , 𝐵𝑛) (predicado que 
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describe los estados en los cuales las expresiones están 
bien definidas [4]): 

{𝐴}SKIP{𝐴} 

{domain(Exp) ∧ 𝐵[𝑦 ≔ Exp]}𝑦 ≔ Exp{𝐵} 

 

{𝐴}𝑆0{𝐵}          {𝐵}𝑆1{𝐶}

{𝐴}𝑆0; 𝑆1{𝐶}
 

 

𝐴 ⇒  𝐷𝐺 {𝐴 ∧ 𝐵0} … {𝐴 ∧ 𝐵𝑛}

∧ (𝐵0 ∨ ⋯∨ 𝐵𝑛) 𝑆0 𝑆𝑛

{ 𝐵}… {𝐵}

{𝐴} if  𝐵0 → 𝑆0[ ] ⋯ [ ]𝐵𝑛 → 𝑆𝑛 fi {𝐵}
 

 

   𝐴 ⇒ 𝐴´ {𝐴′} 𝑆0 {𝐵´} 𝐵′ ⇒ 𝐵      

{𝐴} 𝑆0 {𝐵}
 

 

   Inv ⇒ domain(𝐵0) {Inv ∧ 𝐵0} 𝑆0 {Inv}      

{Inv}  do  𝐵0 → 𝑆0  od  {Inv ∧ ¬𝐵0}
 

El predicado Inv de la última regla de inferencia se co-
noce como invariante, y éste se usa para verificar la co-
rrectitud de una Tripleta de Hoare que involucre un ciclo. 

En este trabajo si se abrevian a 𝑆𝑖 con 0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 como 

instrucciones, entonces se denota a 𝐼𝐹 como la instruc-
ción de selección 

     if       𝐵0 → 

           𝑆0 

    [ ]  𝐵1 → 

         𝑆1 

        ⋮ 

    [ ]  𝐵𝑛 → 

               𝑆𝑛 

fi  

Y la abreviación 𝐷𝑂 como la instrucción de iteración con 
múltiples guardias  

 do     𝐵0 → 

          𝑆0 

[ ]  𝐵1 → 

          𝑆1 

           ⋮ 

    [ ]  𝐵𝑛 → 

          𝑆𝑛 

od  

Se denotará como 𝐷𝑜 a la instrucción de iteración con 

una sola guardia 𝐝𝐨  𝐵0 → 𝑆0  𝐨𝐝. 

Dijkstra adicionalmente en [2] definió el transformador 
de predicados wp para el lenguaje GCL, que es una fun-
ción que recibe una instrucción y una postcodición sin-
tácticamente hablando y devuelve la precondición más 
débil de la instrucción y la postcondición. Si 𝐵𝐵 es una 

abreviación del predicado 𝐵0 ∨ … ∨ 𝐵𝑛, entonces las re-

glas que definen wp son las siguientes: 

• wp(SKIP, Post) ≔ Post 

• wp(𝑦𝑖1
, … , 𝑦𝑖𝑘

≔ Exp1, … , Exp𝑘 , 𝑃ost) ≔

domain(Exp1, … , Exp𝑘) ∧
Post[𝑦𝑖1 , … , 𝑦𝑖𝑘

 :=Exp1, … , Exp𝑘] 

• wp(𝑆0; 𝑆1, Post) ≔ wp(𝑆0,wp(𝑆1,Post)) 

• wp(IF,Post) ≔ domain(𝐵0 , … , 𝐵𝑛) ∧ 

(𝐵0 ∨ ⋯∨ 𝐵𝑛) ∧ (𝐵0 ⇒ wp(𝑆0,Post)) ∧ ⋯

∧ (𝐵𝑛 ⇒ wp(𝑆𝑛,Post)) 

• wp(DO,Post) ≔ (∃𝑘|𝑘 ≥ 0:𝐻𝑘(Post)) en donde 

𝐻𝑘(Post) es un predicado que satisface las 
ecuaciones 

𝐻0(Post) ≡ domain(𝐵𝐵) ∧ ¬(𝐵𝐵) ∧ Post 

    𝐻𝑘(Post) ≡ 𝐻0(Post) ∨ wp(IF, 𝐻𝑘−1(Post)) 

Para 𝑘 ≥ 1. 

El predicado 𝐻𝑘(Post) en la definición de wp(𝐷𝑂, Post) 
anterior, describe el conjunto de estados que hacen que 
el ciclo 𝐷𝑂 itere a lo sumo 𝑘 veces satisfaciendo la post-

condición Post al final de la ejecución. 

Trabajar con 𝐻𝑘(Post) como precondición de un ciclo, 

tiene la ventaja de que la expresión 𝑘 determina el nú-
mero máximo de iteraciones que el ciclo puede realizar, 
por lo tanto, se puede estimar la complejidad en tiempo 
de ejecución. Por otro lado intentar usar 𝐻𝑘(Post) en lu-
gar de cualquier otro invariante puede ser conveniente 
ya que en los trabajos [5] [6], se ha venido planteando, 
que en algunos casos es muy fácil calcular 𝐻𝑘(Post) for-
malmente, sin necesidad de conjeturar un invariante y 
usar las reglas de Hoare para validar. 

Por otro lado, Dijkstra [1], estableció varias técnicas 
para derivar algoritmos, con el objetivo de que la correc-
ción del algoritmo con respecto a cierta especificación, 
se realizara durante el proceso de construcción del al-
goritmo y no al final. Una de estas técnicas se llama “re-
emplazo de constante por variable” y sirve para construir 
instrucciones de iteración 𝐷𝑜 con un invariante 
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adecuado como precondición, para que satisfaga deter-
minada postcondición. 

Por ejemplo, en un programa donde están declaradas 𝐴,
𝑁, como constantes enteras y 𝑟, 𝑖, como variables ente-

ras, si se toman como postcondición 𝑟 = 𝐴𝑁, entonces 
esta técnica consiste en construir un invariante reempla-
zando una de las constantes de la postcondición por una 
de las variables del programa. Si se tiene el caso en el 
cual se reemplaza la constante 𝑁 por 𝑖, entonces el in-

variante conjeturado sería 𝑟 = 𝐴𝑖, el cual, si se usa para 

un ciclo de tipo 𝑓𝑜𝑟, con contador 𝑖, debe venir en con-
junción con el predicado 0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑁, para asegurar su 
terminación, concluyendo que el ciclo es de la forma: 

{Inv ∶  0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑁 ∧ 𝑟 = 𝐴𝑖} 

do   𝑖 ≠ 𝑁 → 

           𝑆0 ; 

          𝑖 ≔  𝑖 + 1 

od  

     {Post ∶ 𝑟 = 𝐴𝑁} 

Para alguna instrucción 𝑆0 que se determina posterior-
mente durante el proceso de derivación del algoritmo. 

A. Contribución 

En el presente trabajo se da una demostración, de que 
los invariantes obtenidos por la técnica de “reemplazo 
de constante por variable”, son 𝐻𝑘(Post) para algún 𝑘 ≥
0, cuando la postcondición cumple ciertas condiciones 
con respecto a sus variables de especificación. Adicio-
nalmente, apoyándose del uso de instrucciones de es-
pecificación de Morgan [7], se muestra un esquema ge-
neral de como plantear un ciclo de tipo for y un inva-

riante 𝐻𝑘(Post) con esta técnica. 

Se revisita la instrucción de especificación, cuando el 
uso de las variables de especificación no tiene restric-
ciones y se propone un teorema sobre el comporta-
miento de wp([Pdef, Qdef], Post), cuando Post es equi-

valente a Qdef. 

Adicionalmente, para mostrar la utilidad de esta técnica 
con la forma general planteada, se muestra un ejemplo 
de aplicación para derivar el Algoritmo de eliminación 
gaussiana, para la triangulación superior de una matriz 
de números reales. 

B. Trabajos Relacionados 

Originalmente Dijkstra en [2] definió el transformador de 
predicados wp con las reglas recursivas anteriores, 

salvo que no usó el predicado domain. Posteriormente 
en [4], buscando que las aserciones de GCL sean total-
mente evaluables, es decir que no existan estados 

donde el valor de verdad de las aserciones sea indefi-
nido, se definió por primera vez el predicado domain, 
pero sólo en la definición de wp de la asignación. Luego 

en trabajos recientes como [8] [9], se usa domain tam-

bién en la regla de definición de wp para el IF, y en [10] 
se hace una demostración basada en semántica deno-
tacional, la cual justifica que para que las aserciones de 
GCL sean totalmente evaluables, se debe usar domain 

también en la regla del wp del 𝐷𝑂 al definir 𝐻0(Post). De 
modo que la definición de wp que se usa y se presentó 
en este trabajo es la de [10]. 

La técnica de reemplazo de constante por variable fue 
planteada originalmente por Dijkstra en [1]. Posterior-
mente, en la misma línea de usar procesos de diseño de 
algoritmos que aseguren correctitud por construcción, 
Morgan [7] define el concepto de refinamiento, instruc-
ción de especificación y como calcular wp de esta ins-
trucción bajo ciertas condiciones sintácticas sobre las 
variables de especificación de las aserciones. Posterior-
mente en [11], se revisita la definición de la instrucción 
de especificación desde un punto de vista denotacional, 
interpretándola como una relación de estados del pro-
grama y con eso se estableció una fórmula general para 
calcular wp de estas instrucciones. 

En [12] se muestra una técnica semántica llamada rela-
ciones invariantes, para calcular invariantes en el len-
guaje de la teoría de relaciones y wp de un ciclo. Análo-
gamente, pero con técnicas sintácticas, en [5]  y poste-
riormente en [6], se muestran teoremas que sirven para 
calcular 𝐻𝑘(Post) explícitamente y por lo tanto para cal-

cular wp de Do con postcondición Post. Estos teoremas 
de [6], como se muestra en el presente trabajo, traen 
como corolario el hecho de que el invariante obtenido 
por la técnica de reemplazo de constante por variable es 
un 𝐻𝑘(Post) para algún 𝑘. Esta prueba se hace en ge-
neral para cualquier postcondición que cumplan ciertas 
condiciones sobre sus variables de especificación, sin 
embargo, ya existe un precedente en [6], que mostró 
este hecho para un ejemplo en que se construye un al-
goritmo de ordenamiento con una postcondición sin va-
riables de especificación. 

II. PRELIMINARES 

En esta sección se enuncian las definiciones y teoremas 
más recientes, según la bibliografía de este trabajo, re-
lacionados al cálculo de 𝐻𝑘(Post) de un ciclo. 

Notación. Para abreviar wp(𝑆,true) se usará la notación 

support(𝑆), donde 𝑆 es una instrucción. 

Así tenemos que support(𝑆) define el conjunto de esta-
dos iniciales más grande en el cual la instrucción 𝑆 no 
aborta. En el siguiente lema se muestra un caso, en 
donde es útil usar support para calcular wp. 
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Lema 1. Sea 𝑃 un predicado y 𝑆 una instrucción que no 

modifica los valores de las variables de 𝑃, entonces 

wp(𝑆, 𝑃) ≡ support(𝑆) ∧ 𝑃. 

Definición 1. Sea 𝐾 una expresión y 𝐷𝑜 una instrucción 
de la forma 

do  𝐵 → 

         𝑆 

od 

{Post}  

Sean además 𝑘′, 𝜖, 𝜖′ variables no declaradas en el pro-

grama (es decir no ocurren en 𝐷𝑜) y no ocurren en Post, 
donde 𝑆 es una instrucción (determinística o no determi-
nística). Se definen: 

1. El predicado 𝑑𝑜𝑚𝐵𝐺 como un predicado que satis-
face: 

• En 𝑑𝑜𝑚𝐵𝐺 ocurren sólo 𝜖′ y las variables del 
programa 

• 𝑑𝑜𝑚𝐵𝐺[𝜖′ ≔ 0] ≡ domain(𝐵) 

• 𝑑𝑜𝑚𝐵𝐺 ≡ wp(𝑆, 𝑑𝑜𝑚𝐵𝐺[𝜖′ ≔ 𝜖′ − 1]) supo-
niendo que 0 < 𝜖′ ≤ 𝐾 ∧ domain(𝐵) ∧ 𝐵 ∧
support(𝑆). 

2. El predicado 𝑁𝐵𝐺 como un predicado que satisface: 

• En 𝑁𝐵𝐺 ocurren sólo 𝜖 y las variables del pro-
grama 

• 𝑁𝐵𝐺[𝜖 ≔ 0] ≡ ¬𝐵 

• 𝑁𝐵𝐺 ≡ wp(𝑆, 𝑁𝐵𝐺[𝜖 ≔ 𝜖 − 1]) suponiendo 
que 0 < 𝜖 ≤ 𝐾 ∧ domain(𝐵) ∧ 𝐵 ∧ 𝑠𝑢𝑝𝑝𝑜𝑟𝑡(𝑆). 

3. El predicado 𝑇𝑘′ como:  

(∃𝜖|0 ≤ 𝜖 ≤ 𝑘′: (∀𝜖′|0 ≤ 𝜖′ ≤ 𝜖: 𝑑𝑜𝑚𝐵𝐺) ∧ 𝑁𝐵𝐺). 

4. El predicado  𝑇𝐼𝑘′ como: 𝑇𝑘′ ∧ 𝐵. 

En el siguiente teorema se establecen las condiciones 
suficientes para determinar si un predicado es un 
𝐻𝑘′(Post), además establece una relación entre 

𝐻𝐾+1(Post) y 𝐻𝐾(Post). 

Teorema 1. Sean 𝐾 una expresión, 𝐷𝑜 una instrucción 

como en la Definición 1 y 𝑘′, 𝜖, 𝜖′ variables como en la 
Definición 1. 

Entonces, si 𝑆 actúa de forma determinística sobre las 

variables de 𝑑𝑜𝑚𝐵𝐺 y 𝑁𝐵𝐺, se satisfacen las siguientes 
condiciones: 

1. Si existe un predicado inv tal que: 

a) domain(𝐵) ∧ ¬𝐵 ∧ Post ≡ domain(𝐵) ∧ ¬𝐵 ∧
inv 

b) (∀𝑘′|1 ≤ 𝑘′ ≤ 𝐾 ∶ 𝑇𝐼𝑘′ ⇒ (wp(𝑆,inv) ≡ inv)) 

Entonces   

𝐻𝑘′(Post) ≡ 𝑇𝑘′ ∧  inv 

para todo 𝑘′ tal que  0 ≤ 𝑘′ ≤ 𝐾. 

2. Adicionalmente a las hipótesis de 1, si la recurrencia 
que define a 𝑑𝑜𝑚𝐵𝐺 y 𝑁𝐵𝐺 están definidas hasta 

𝜖, 𝜖′ = 𝐾 + 1 , entonces 

𝐵 ∧ wp(𝑆,inv) ∧ (∀𝜖′|0 ≤ 𝜖′ ≤ 𝐾 + 1: 𝑑𝑜𝑚𝐵𝐺)
∧ 𝑁𝐵𝐺[𝜖 ≔ 𝐾 + 1] ⇒ 𝑇𝐾  (1) 

Sí y sólo si 

𝐻𝐾+1(Post) ≡ 𝐻𝐾(Post). 

La demostración de este teorema se encuentra en [6]. 

El predicado en 1.a) del teorema anterior se le llamará 
Obligación de Prueba de Terminación y al predicado en 
1.b), Obligación de Prueba de Iteración. 

El siguiente corolario muestra como calcular 
wp(Do,Post) y 𝐻𝐾(Post) para un caso particular. 

Corolario 1. Sea un ciclo 𝐷𝑜 como en la Definición 1 

con guardia 𝑖 ≠ 𝑁 ∧ 𝐶 (∧ con corto circuito) y cuerpo 

𝑆0; 𝑖 ≔ 𝑖 + 1 donde 𝑆0 es una instrucción que no modi-

fica  𝑖 ni  𝑁. Entonces: 

1. Si   𝐶 ≡ 𝑡𝑟𝑢𝑒, entonces 

𝑇𝑘′ ≡ 𝑁 − 𝑘′ ≤ 𝑖 ≤ 𝑁 y  𝑇𝐼𝑘′ ≡ 𝑁 − 𝑘′ ≤ 𝑖 < 𝑁. 

2. Si domain(𝐶) ≡ 𝑎 ≤ 𝑖 < 𝑁 ó si domain(𝐶) ≡ 𝑎 ≤ 𝑖 ≤
𝑁 con 𝑎 constante, entonces 

𝑇𝑁−𝑎 ≡ 𝑎 ≤ 𝑖 ≤ 𝑁 y 𝑇𝐼𝑁−𝑎 ≡ 𝑎 ≤ 𝑖 < 𝑁 ∧ 𝐶 

y wp(Do,Post) ≡ 𝐻𝑁−𝑎(Post). 

III. INSTRUCCIÓN DE ESPECIFICACIÓN 

Las especificaciones al estilo Tripletas de Hoare, pue-
den ser usadas para hacer abstracción de código. 

Definición 2. Si la lista de identificadores declarados en 
un algoritmo es 𝑥, 𝑦, entonces la nomenclatura 𝑦 ∶

[Pdef(𝑥, 𝑦, 𝑍),  Qdef(𝑥, 𝑦, 𝑍)] se considera como una abs-

tracción de código, que corresponde a la instrucción 
más general que satisface una especificación que con-
siste en; un par de predicados Pdef y Qdef, llamados pre-
condición y postcondición, un conjunto de variables de 

especificación 𝑍 (no declaradas en el programa), un 
conjunto de identificadores 𝑦, considerados variables en 
el trozo de código que se está abstrayendo, y el resto de 
los identificadores 𝑥, se consideran constantes dentro 
del trozo de programa abstraído. Estas abstracciones de 
código se denominan, instrucciones de especificación. 
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Se puede calcular wp de una instrucción de especifica-
ción usando los siguientes teoremas. 

Teorema 2. Sea un algoritmo donde 𝑥, 𝑦 es la lista de 

identificadores declarados. Si Pdef(𝑥, 𝑦, 𝑍), Qdef(𝑥, 𝑦, 𝑍), 

Post(𝑥, 𝑦, 𝑋) son predicados, 𝑇′ es la lista de tipos de las 

variables 𝑦  y  𝑇′′ es la lista de tipos de las variables 𝑍 y 

𝑋, entonces una precondición más débil para la instruc-

ción de especificación 𝑦 ∶ [Pdef(𝑥, 𝑦, 𝑍),Qdef(𝑥, 𝑦, 𝑍)] y 

Post(𝑥, 𝑦, 𝑋) es 

(∃𝑦′, 𝑍|𝑦′ ∈ 𝑇′ ∧ 𝑍 ∈ 𝑇′′ ∶ Pdef(𝑥, 𝑦, 𝑍) ∧ Qdef(𝑥, 𝑦′, 𝑍)) 

∧ (∀𝑦′| 𝑦′ ∈ 𝑇′

∶ (∃𝑍|𝑍 ∈ 𝑇′′ ∶ Pdef(𝑥, 𝑦, 𝑍) ∧ Qdef(𝑥, 𝑦′, 𝑍))

⇒ Post(𝑥, 𝑦′, 𝑋)). 

Corolario 2. Sean las listas 𝑥, 𝑦, 𝑍 y predicados 

Pdef(𝑥, 𝑦, 𝑍), Qdef(𝑥, 𝑦, 𝑍) como en la Definición 2, tales 

que para todo 𝑥, 𝑦 en el que se satisface Pdef(𝑥, 𝑦, 𝑦) 

existe 𝑦′ tal que Qdef(𝑥, 𝑦′, 𝑦). Si las variables libres 𝑍 

son variables de especificación tales que existe un pre-

dicado Pdef ′(𝑥, 𝑦) en el que no ocurre 𝑍, y Pdef(𝑥, 𝑦, 𝑍) 

es de la forma Pdef′(𝑥, 𝑦) ∧ 𝑦 = 𝑍, entonces una precon-
dición más débil para la instrucción de especificación 

𝑦 ∶ [Pdef(𝑥, 𝑦, 𝑍), Qdef(𝑥, 𝑦, 𝑍)] y Post(𝑥, 𝑦, 𝑋) 

Es: 

Pdef(𝑥, 𝑦, 𝑦) ∧ (∀𝑦′ | 𝑦′ ∈ 𝑇′ ∶ Qdef(𝑥, 𝑦′, 𝑦)

⇒ Post(𝑥, 𝑦′, 𝑋)). 

Las demostraciones del teorema y corolarios anteriores 
se encuentran en [11]. 

Teorema 3. Sean Pdef(𝑥, 𝑦, 𝑌)  y Qdef(𝑥, 𝑦, 𝑋) predica-

dos tal que Pdef(𝑥, 𝑦, 𝑌) ⇒ 𝑃 donde 𝑃 es un predicado 

en donde no ocurren las variables 𝑦, 𝑌. Entonces la ins-
trucción de especificación 𝑦 ∶

[Pdef(𝑥, 𝑦, 𝑌), Qdef(𝑥, 𝑦, 𝑌)] (*)  es la misma que la ins-

trucción 𝑦 ∶ [Pdef(𝑥, 𝑦, 𝑌), 𝑃 ∧ Qdef(𝑥, 𝑦, 𝑌)] (**).  

Demostración: La demostración se hace verificando que 
las dos instrucciones de especificación (*) y (**), verifi-

can que wp((∗), Post(x, y, X)) ≡ wp ((∗∗),  Post(x, y, X)), 

para cualquier postcondición arbitraria Post(x, y, X). ∎ 

          

Teorema 4. Sean los predicados Pdef(𝑥, 𝑦, 𝑍) y 

Qdef(𝑥, 𝑦, 𝑍). Si se denota 

𝐷𝑜𝑚𝑥,𝑊 ≔ {𝑦 ∈ 𝑇′ | Pdef(𝑥, 𝑦,𝑊)} 

     𝑅𝑔𝑥,𝑊 ≔ {𝑦 ∈ 𝑇′ | Qdef(𝑥, 𝑦,𝑊)} 

se tiene que 

( ∀𝑥 | 𝑥 ∈ 𝑇 ∶ (∀𝑍 | 𝑍 ∈ 𝑇′′ ∧ 𝐷𝑜𝑚𝑥,𝑍 ≠ ∅ ∶ 𝑅𝑔𝑥,𝑍 ≠ ∅) ∧

(∀𝑍0 | 𝑍0 ∈ 𝑇′′ ∧ 𝐷𝑜𝑚𝑥,𝑍0
= ∅ ∧ 𝑅𝑔𝑥,𝑍0

≠ ∅ ∶  (∀𝑍1 | 𝑍1 ∈

𝑇′′ ∧ 𝐷𝑜𝑚𝑥,𝑍1
≠ ∅ ∶ 𝑅𝑔𝑥,𝑍1

⊈ 𝑅𝑔𝑥,𝑍0
)) ∧

(∀𝑍0, 𝑍1 | 𝑍0, 𝑍1 ∈ 𝑇′′ ∧ 𝐷𝑜𝑚𝑥,𝑍0
≠ ∅ ∧ 𝐷𝑜𝑚𝑥,𝑍1

≠ ∅ ∶

 (

𝐷𝑜𝑚𝑥,𝑍0
∩ 𝐷𝑜𝑚𝑥,𝑍1

= ∅

∧
𝑅𝑔𝑥,𝑍0

⊈ 𝑅𝑔𝑥,𝑍1
∧ 𝑅𝑔𝑥,𝑍1

⊈ 𝑅𝑔𝑥,𝑍0

) ∨

               (𝐷𝑜𝑚𝑥,𝑍0
= 𝐷𝑜𝑚𝑥,𝑍1

∧ 𝑅𝑔𝑥,𝑍0
= 𝑅𝑔𝑥,𝑍1

)) 

),(*) 

Sí y sólo si 

wp (𝑦: [Pdef,  Qdef], Qdef(𝑥, 𝑦, 𝑋)) ≡ Pdef(𝑥, 𝑦, 𝑋). 

Observación 1. Si existe instrucción S que satisface la 

tripleta {Pdef} 𝑆 {Qdef} , entonces es cierto en (*), la hi-

pótesis (∀𝑥 | 𝑥 ∈ 𝑇 ∶ (∀𝑍 | 𝑍 ∈ 𝑇′′ ∧ 𝐷𝑜𝑚𝑥,𝑍 ≠ ∅ ∶

𝑅𝑔𝑥,𝑍 ≠ ∅)). Si en Pdef y Qdef, las variables Z  ocurren 

solamente en un predicado 𝑦′ ≈ 𝑓(𝑍), con ≈ relación de 

equivalencia, 𝑦′ sublista de 𝑦 y 𝑓 función que admite in-
versa, entonces se cumplen el resto de las hipótesis en 
(*). 

IV. TÉCNICA DE REEMPLAZO DE CONSTANTE 

POR VARIABLE 

El Corolario 1 sugiere una justificación de la técnica clá-
sica de derivación de invariantes, denominada reem-
plazo de constantes por variable. Esta técnica consiste 
en sustituir una constante 𝑁 de la postcondición por una 

variable fresca 𝑖 y usar este nuevo predicado como in-

variante de un ciclo 𝐷𝑜 con guardia 𝑖 ≠ 𝑁 e incremento 

de 𝑖 de uno en uno. 

Este hecho se generaliza en el siguiente teorema el cuál 
es el pilar fundamental del trabajo. 

Teorema 5. Sea un predicado Post que depende de una 

constante declarada 𝑁 y 𝐾 es una expresión que de-
pende de las variables del programa, si 𝑃 es el predi-

cado Post en el que se reemplazan algunas de las ocu-

rrencias de 𝑁 por 𝑖. Si los predicados 𝑇𝐼𝐾 ∧ 𝑃, 𝑃[𝑖 ≔ 𝑖 +
1], y la lista de variables 𝑦 cumplen con las hipótesis del 
Teorema 4, entonces la siguiente Tripleta de Hoare es 
verdadera e Inv es equivalente a 𝐻𝐾(Post): 
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    {Inv : 𝑇𝐾 ∧ 𝑃} 

    do  𝑖 ≠ 𝑁 → 

          𝑦 ∶ [𝑇𝐼𝐾 ∧ 𝑃, 𝑃[𝑖 ≔ 𝑖 + 1]]; 

          𝑖 ≔ 𝑖 + 1 

    od  

    {Post}  

Donde en la lista 𝑦 no se encuentran ni 𝑖 ni 𝑁 y los pre-

dicados 𝑇𝐾 y 𝑇𝐼𝐾 se calculan según el Corolario 1 como 

𝑁 − 𝐾 ≤ 𝑖 ≤ 𝑁 y 𝑁 − 𝐾 ≤ 𝑖 < 𝑁 respectivamente. 

Demostración: En este trabajo, si un predicado es re-
dundante, se indicará tachando el mismo con una línea 
transversal. 

La demostración consiste en tomar inv como 𝑃, y mos-
trar que se cumplen las obligaciones de prueba de ter-
minación e iteración del Teorema 1. Se empieza por la 
obligación de prueba de terminación, para esto se con-
sidera que 𝑧 es una variable fresca y que Post' es el pre-

dicado Post en el que se reemplazan por 𝑧 las mismas 
ocurrencias de 𝑁 en Post que fueron reemplazadas por 

𝑖 en 𝑃, es decir que Post′[𝑧 ≔ 𝑁] es Post y Post'[𝑧 ≔ 𝑖] 
es 𝑃.  

     domain(𝐵) ∧ ¬𝐵 ∧ Post 

≡ 

      i = N ∧ Post′[z ≔ N] 

≡        ⟨reemplazo de iguales con i = N⟩ 

      i = N ∧ Post′[z = i] 

≡ 

      𝑡𝑟𝑢𝑒 ∧ 𝑖 = 𝑁 ∧ 𝑃 

≡ 

      domain(B) ∧ ¬B ∧ P 

Para demostrar la obligación de prueba de iteración se 
supone como hipótesis 𝑇𝐼𝑘′ con 1 ≤ k′ ≤ N y se hace lo 

siguiente: 

      wp (𝑦 ∶ [
𝑇𝐼𝐾
∧ , 𝑃[𝑖 ≔ 𝑖 + 1]

𝑃

] ;  𝑖 = 𝑖 + 1, 𝑃) 

≡ 

   wp (𝑦 ∶ [
𝑇𝐼𝐾
∧ , 𝑃[𝑖 ≔ 𝑖 + 1]

𝑃

] , wp(𝑖 = 𝑖 + 1, 𝑃)) 

≡ 

wp(𝑦 ∶ [
𝑇𝐼𝐾
∧ , 𝑃[𝑖 ≔ 𝑖 + 1]

𝑃

] , 𝑃[𝑖 = 𝑖 + 1]) 

 

≡        ⟨Teorema 4⟩ 

       𝑇𝐼𝐾 ∧ 𝑃 

≡        ⟨hipótesis 𝑇𝐼𝑘′ ∧  1 ≤  𝑘′ ≤  𝐾 ⇒ 𝑇𝐼𝐾⟩ 

        𝑃 

Como en la lista 𝑦 no se encuentran 𝑖 y 𝑁, entonces la 

instrucción 𝑦 ∶ [𝑇𝐼𝐾 ∧ 𝑃, 𝑃[𝑖 ≔ 𝑖 + 1]] no modifica ni a 𝑖 

ni a 𝑁 y por lo tanto se cumplen las hipótesis del Coro-

lario 1 y los predicados 𝑇𝐾 y 𝑇𝐼𝐾 son 𝑁 − 𝐾 ≤ 𝑖 ≤ 𝑁 y 

𝑁 − 𝐾 ≤ 𝑖 < 𝑁 respectivamente.           ∎ 

V. PRELIMINARES DEL ÁLGEBRA LINEAL 

Las siguientes definiciones y teoremas serán utilizados 
en el siguiente capítulo, para simplificar la nomenclatura 
de las especificaciones y las pruebas de corrección de 
los algoritmos. 

Definición 3. Dado un entero positivo 𝑁 y un matriz 𝐴 

de tamaño 𝑁 × 𝑁, para cada 0 ≤ 𝑖, 𝑗 ≤ 𝑁 se escribirá 

como 𝑇𝑆𝑖,𝑗(𝐴) el predicado 

(∀𝑖′, 𝑗′│0 ≤ 𝑗′ < 𝑖 ∧ 𝑗′ < 𝑖′ < #𝑓𝑖𝑙𝑎𝑠(𝐴) ∶ 𝐴[𝑖′, 𝑗′] = 0) 

∧ (∀𝑗′│𝑖 < 𝑗′ < 𝑗 ∶ 𝐴[𝑗′, 𝑖] = 0) 

Esta situación se muestra en la Figura 1, en la cual, la 
matriz está representada por el cuadrado, 𝑥  en una po-

sición de la columna 𝑖, significa que esa posición con-
tiene, posiblemente, un valor distinto de cero. 

 

Figura 1. Matriz de tamaño 𝑁 × 𝑁 que satisface 𝑇𝑆𝑖,𝑗(𝐴). Fuente: 

Elaboración propia  

 

Lema 2. Dado un entero positivo 𝑁 y un matriz 𝐴 de ta-
maño 𝑁 × 𝑁, si 𝑖 es un entero tal que 0 ≤ 𝑖, 𝑗 < 𝑁, en-
tonces se cumple 

1. 𝑇𝑆0,0(𝐴) ≡ 𝑡𝑟𝑢𝑒. 

2. 𝑇𝑆𝑖,𝑁(𝐴) ≡ 𝑇𝑆𝑖+1,𝑖+1(𝐴). 
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3. 𝑇𝑆𝑖,𝑖+1(𝐴) ≡ 𝑇𝑆𝑖,𝑖(𝐴). 

4. Si 𝑖 < 𝑗 entonces 𝑇𝑆𝑖,𝑗+1(𝐴) ≡ 𝑇𝑆𝑖,𝑗(𝐴) ∧

𝐴[𝑗, 𝑖] = 0. 

Demostración: Como 0 ≤ 𝑖, 𝑗 < 𝑁, entonces los predica-

dos 𝑇𝑆 de todos los items del lema estan bien definidos. 
Ahora se demuestra cada ítem. 

1. Como 0 ≤ 𝑗′ < 0 y 0 < 𝑗′ < 0 son falsos, enton-

ces los rangos de los cuantificadores ∀ en 

𝑇𝑆0,0(𝐴) son falsos y por lo tanto todo el predi-

cado 𝑇𝑆0,0(𝐴) es verdadero. 

2. El segundo ∀ en 𝑇𝑆𝑖,𝑁(𝐴) es 

(∀𝑗′|𝑖 < 𝑗′ < #filas(𝐴): 𝐴[𝑗′, 𝑖] = 0) y en conjun-

ción con el ∀ primero, 𝑇𝑆𝑖,𝑁(𝐴) sería equivalente 

a (∀𝑖′, 𝑗′| 0 ≤ 𝑗′ < 𝑖 + 1 ∧ 𝑗′ < 𝑖′ < #𝑓𝑖𝑙𝑎𝑠(𝐴) ∶
𝐴[𝑖′, 𝑗′] = 0) que es equivalente a 𝑇𝑆𝑖+1,𝑖+1(𝐴). 

3. Como no existe 𝑗′ tal que 𝑖 < 𝑗′ < 𝑖 + 1 y tam-

poco tal que 𝑖 < 𝑗′ < 𝑖, entonces los predicados 
(∀𝑗′|𝑖 < 𝑗′ < 𝑖 + 1: 𝐴[𝑗′, 𝑖] = 0) 

          (∀𝑗′|𝑖 < 𝑗′ < 𝑖: 𝐴[𝑗′, 𝑖] = 0) 

son ambos equivalentes a 𝑡𝑟𝑢𝑒 y por lo tanto 

𝑇𝑆𝑖,𝑖+1(𝐴) y 𝑇𝑆𝑖,𝑖(𝐴) son equivalentes. 

4. Como 0 ≤ 𝑖 < 𝑗 < 𝑁 se concluye que existe 𝑗′ 

tal que 𝑖 < 𝑗′ < 𝑗 + 1, por lo tanto 

          (∀𝑗′|𝑖 < 𝑗′ < 𝑗 + 1: 𝐴[𝑗′, 𝑖] = 0) 

     ≡ 

(∀j′|i < j′ < j: A[j′, i] = 0) ∧ A[j, i] = 0  

demostrando así el enunciado.                ∎ 

Con el fin de usar notación compacta en los invariantes, 
en las dos siguientes definiciones se introduce una no-
menclatura para indicar intercambios y combinaciones 
lineales de las filas de una matriz, pero sólo entre las 
columnas 𝑖 y k. 

Definición 4. Dados una matriz 𝐴 de dimensiones 𝑁 × 𝑁 

y enteros tales que 0 ≤ 𝑖, 𝑗 < 𝑁 y 0 ≤ 𝑘 ≤ 𝑁, se define 

swa𝑝𝑖,𝑗
𝑘 (𝐴) como la única matriz 𝐵 que satisface 

(∀𝑘′|𝑖 ≤ 𝑘′ < 𝑘: 𝐵[𝑖, 𝑘′] = 𝐴[𝑗, 𝑘′] ∧ 𝐴[𝑖, 𝑘′] = 𝐵[𝑗, 𝑘′]) 

∧  

(∀𝑖′, 𝑘′|0 ≤ 𝑘′, 𝑖′ < # 𝑓𝑖𝑙𝑎𝑠(𝐴) ∧ 𝑖′ ≠ 𝑖 ∧ 𝑖′ ≠ 𝑗: 

𝐵[𝑖′, 𝑘′] = 𝐴[𝑖′, 𝑘′]) 

∧ 

(∀𝑘′|0 ≤ 𝑘′ < 𝑖 ∨ 𝑘 ≤ 𝑘′ < # 𝑓𝑖𝑙𝑎𝑠(𝐴): 𝐵[𝑖, 𝑘′] = 𝐴[𝑖, 𝑘′] 

∧ 𝐵[𝑗, 𝑘′] = 𝐴[𝑗, 𝑘′]) 

∧ 

dim (𝐵) =  dim (𝐴) 

 
Un ejemplo de matriz swap se muestra en la Figura 2, 

se han intercambiado los valores en 𝑥 de la matriz 𝐴 por 
sus valores en *, dejando los demás sin modificar.  

 

Figura 2: Matriz 𝑠𝑤𝑎𝑝𝑖,𝑗
𝑘 (𝐴). Fuente: Elaboración propia 

Lema 3. Dado un entero positivo 𝑁 y una matriz 𝐴 de 

tamaño 𝑁 × 𝑁, si 0 ≤ 𝑖, 𝑗, 𝑖′, 𝑗′ < 𝑁 y 0 ≤ 𝑘 ≤ 𝑁, enton-
ces se cumple: 

1. Si 𝑖 < 𝑘 entonces swap𝑖,𝑗
𝑘 (𝐴)[𝑗, 𝑖] = 𝐴[𝑖, 𝑖]. 

2. Si 𝑖 < 𝑗′ < 𝑗 entonces swap𝑖,𝑗
𝑘 (𝐴)[𝑗′, 𝑖] = 𝐴[𝑗′, 𝑖]. 

3. Si 𝑗′ < 𝑖 entonces swap𝑖,𝑗
𝑘 (𝐴)[𝑖′, 𝑗′] = 𝐴[𝑖′, 𝑗′]. 

4. swap𝑖,𝑗
𝑖 (𝐴) = 𝐴.   

5. Si 𝑖 < 𝑗 ∧ 𝑖 < 𝑘 entonces 

𝑇𝑆𝑖,𝑗+1 (swap𝑖,𝑗
𝑘 (𝐴)) ≡ 𝑇𝑆𝑖,𝑗(𝐴) ∧ 𝐴[𝑖, 𝑖] = 0. 

Demostración: Como 0 ≤ 𝑖, 𝑗, 𝑖′, 𝑗′ < 𝑁 y 0 ≤ 𝑘 ≤ 𝑁, en-

tonces los predicados 𝑇𝑆 y funcionales swap de todos 
los ítems del lema están bien definidos. 

Las demostraciones de los ítems 1 a 4 son triviales. 

5.  

        𝑇𝑆𝑖,𝑗+1 (swap𝑖,𝑗
𝑘 (𝐴))  

≡         ⟨item 4 del Lema 2⟩ 

        𝑇𝑆𝑖,𝑗 (swap𝑖,𝑗
𝑘 (𝐴)) ∧ swapi,j

k (𝐴)[𝑗, 𝑖] = 0 

≡         ⟨item 1 de Lema 3⟩  

        𝑇𝑆𝑖,𝑗 (swap𝑖,𝑗
𝑘 (𝐴)) ∧ A[i, i] = 0 

≡ 

        (∀𝑖′, 𝑗′|0 ≤ 𝑗′ <  𝑖 ∧ 𝑗′ < 𝑖′ < # 𝑓𝑖𝑙𝑎𝑠(𝐴): 

swap𝑖,𝑗
𝑘 (𝐴)[𝑖′, 𝑗′] = 0) 

∧ (∀j′|i < j′ < j ∶ swapi,j
k (A)[j′, i] = 0) 

∧ 𝐴[𝑖, 𝑖] = 0 

≡         ⟨item 2 y 3 de Lema 3⟩ 
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         ( ∀𝑖′, 𝑗′ | 0 ≤ 𝑗′ < 𝑖 ∧ 𝑗′ < 𝑖′ < #𝑓𝑖𝑙𝑎𝑠(𝐴) ∶ 

𝐴[𝑖′, 𝑗′] = 0) 

        ∧ (∀𝑗′ | 𝑖 < 𝑗′ < 𝑗 ∶  𝐴[𝑗′, 𝑖] = 0) ∧  𝐴[𝑖, 𝑖] = 0 

≡ 

        𝑇𝑆𝑖,𝑗(𝐴) ∧ 𝐴[𝑖, 𝑖] = 0                                                          ∎ 

Definición 5. Dados una matriz 𝐴 de dimensiones 𝑁 × 𝑁 

y enteros tales que 0 ≤ 𝑖, 𝑗 < 𝑁 y 0 ≤ 𝑘 ≤ 𝑁, entonces 

se define lcom𝑖,𝑗
𝑘 (𝐴) como la única matriz 𝐵 que satisface 

(∀𝑘′|𝑖 ≤ 𝑘′ < 𝑘: 𝐵[𝑗, 𝑘′] = −
𝐴[𝑗, 𝑖]
𝐴[𝑖, 𝑖]

𝐴[𝑖, 𝑘′] + 𝐴[𝑗, 𝑘′]) 

∧ 

(∀𝑖′, 𝑘′|0 ≤ 𝑘′, 𝑖′ < #𝑓𝑖𝑙𝑎𝑠(𝐴) ∧ 𝑖′ ≠ 𝑗 ∶ 𝐵[𝑖′, 𝑘′] = 𝐴[𝑖′, 𝑘′]) 

∧ 

(∀𝑘′|0 ≤ 𝑘′ < 𝑖 ∨ 𝑘 ≤ 𝑘′ < #𝑓𝑖𝑙𝑎𝑠(𝐴) ∶ 𝐵[𝑗, 𝑘′] = 𝐴[𝑗, 𝑘′]) 

∧ 

dim(𝐵) = dim(𝐴). 

Un esquema de cómo luce una matriz lcom se muestra 

en la Figura 3, se han sustituidos los valores en Γ y en * 

por −
Γ

Δ
x +∗, dejando los demás sin modificar, es decir, 

se comenzó la operación sumar a la fila 𝑗, la fila i multi-

plicada por −
Γ

Δ
, y se ha realizado desde la columna i 

hasta la columna 𝑘 − 1. 

 

Figura 3: Matriz lcomi,j
k (A). Fuente: Elaboración propia 

Lema 4. Dado un entero positivo 𝑁 y una matriz A de 

tamaño 𝑁 × 𝑁, si 0 ≤ 𝑖, 𝑗, 𝑖′, 𝑗′ < 𝑁 se cumple 

1. lcom𝑖,𝑗
𝑁 (𝐴)[𝑗, 𝑖] = 0. 

2. Si i < j′ < j, entonces lcom𝑖,𝑗
𝑁 (𝐴)[𝑗′ , 𝑖] = 𝐴[𝑗′, 𝑖]. 

3. Si 𝑗′ < 𝑖, entonces lcom𝑖,𝑗
𝑁 (𝐴)[𝑖′, 𝑗′] = 𝐴[𝑖′, 𝑗′].  

4. lcom𝑖,𝑗
𝑖 (𝐴) = 𝐴. 

5. Si 𝑖 < 𝑗 entonces 𝑇𝑆𝑖,𝑗+1 (lcom𝑖,𝑗
𝑁 (𝐴)) ≡ 𝑇𝑆𝑖,𝑗(𝐴). 

Demostración: Como 0 ≤ 𝑖, 𝑗, 𝑖′, 𝑗′ < 𝑁, entonces los 

predicados 𝑇𝑆 y funcionales lcom de todos los ítems del 
lema están bien definidos. 

1. Tomando 𝑘 = 𝑁 e instanciando la primera fórmula 
cuantificada universalmente de la definición de lcom 

con 𝑘′ ≔ 𝑖 se tiene que por ser cierto 𝑖 ≤ 𝑖 < 𝑁 se 
cumple 

               𝑖 ≤ 𝑖 < 𝑁
𝑡𝑟𝑢𝑒

⇒ 

lcom𝑖,𝑗
𝑁 (𝐴)[𝑗, 𝑖] = −

𝐴[𝑗, 𝑖]

𝐴[𝑖, 𝑖]
𝐴[𝑖, 𝑖] + 𝐴[𝑗, 𝑖]  

≡ 

       lcom𝑖,𝑗
𝑁 (𝐴)[𝑗, 𝑖] = 0 

La demostración de los ítems 2, 3, 4 es trivial.  

5.  

        𝑇𝑆𝑖,𝑗+1 (lcom𝑖,𝑗
𝑁 (𝐴)) 

≡          ⟨item 4 de Lema 2⟩ 

        TS𝑖,𝑗 (lcom𝑖,𝑗
𝑁 (A)) ∧ lcom𝑖,𝑗

𝑁 (A)[j, i] = 0 

≡           ⟨ item 1 de Lema 4 ⟩ 

              TS𝑖,𝑗 (lcom𝑖,𝑗
𝑁 (A)) ∧ 0 = 0  

       ≡ 

        (∀𝑖′, 𝑗′|0 ≤ 𝑗′ <  𝑖 ∧ 𝑗′ < 𝑖′ < # filas(𝐴):  

lcom𝑖,𝑗
𝑁 (𝐴)[𝑖′, 𝑗′] = 0)  ∧ 

               (∀j′|i < j′ < j ∶  lcom𝑖,𝑗
𝑁 (A)[j′, i] = 0) 

 ≡        ⟨item 2 y 3 de Lema 4⟩        

(∀i′, j′|0 ≤ j′ <  i ∧ j′ < i′ < # filas(A) ∶ 

A[i′, j′] = 0) 

∧ (∀j′|i < j′ < j: A[j′, i] = 0) 

          ≡ 

                    TSi,j(𝐴)              ∎  

Definición 6. Sea 𝐴 una matriz y 𝑏 un arreglo de tipos 

𝑇. Si [𝑖, 𝑗] es una lista de coordenadas y 𝑗 es una lista de 
índices válidos dentro de las dimensiones de la matriz y 

del arreglo respectivamente y 𝐸𝑥𝑝 es una lista de expre-

siones de tipo 𝑇 y de longitud igual a longitud de [𝑖, 𝑗] y 

𝑗, entonces se definen: 𝐴
𝐸𝑥𝑝

[𝑖,𝑗]
 y 𝑏

𝐸𝑥𝑝

𝑗
   como una matriz y 

un arreglo idénticos a 𝐴 y 𝑏 respectivamente, salvo en 

las posiciones [𝑖, 𝑗] para la matriz y las posiciones 𝑗 para 

el arreglo, cuyo valores son 𝐸𝑥𝑝. 

Lema 5. Sean A y A0 matrices, 𝑏 y 𝑏0 arreglos. Si 𝑖 y j 
son índices válidos dentro de las dimensiones de 𝐴, 𝐴0, 

𝑏 y 𝑏0, entonces es cierto que: 
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1. 𝑏𝑏[𝑗],𝑏[𝑖]
𝑖,𝑗

= 𝑏0𝑏0[𝑗],𝑏0[𝑖]

𝑖,𝑗 ≡ 𝑏 = 𝑏0. 

2. Si 0 ≤ 𝑖 < 𝑗 < 𝑁 y si se denota 𝐸𝑥𝑝 como 

−
𝑏[𝑖]

𝐴[𝑖,𝑖]
𝐴[𝑗, 𝑖] + 𝑏[𝑗], entonces 

             𝑏𝐸𝑥𝑝
𝑗

= 𝑏0
𝑗

𝐸𝑥𝑝[𝑏≔𝑏0]
 

    ≡ 

          𝑏 = 𝑏0. 

3. Si 𝑖 ≤ 𝑘 < 𝑁 y 0 ≤ 𝑖 < 𝑗 < 𝑁 entonces  

              𝐴𝐴[𝑗,𝑘],𝐴[𝑖,𝑘]
[𝑖,𝑘],[𝑗,𝑘]

= swap𝑖,𝑗
𝑘+1(𝐴0) 

    ≡ 

          𝐴 = swap𝑖,𝑗
𝑘 (𝐴0) 

4. Si se denota 𝐸𝑥𝑝1 como 
−𝐴0[𝑗,𝑖]

𝐴[𝑖,𝑖]
𝐴[𝑖, 𝑘] + 𝐴[𝑗, 𝑘] y 𝑖 ≤

𝑘 < 𝑁 y 0 ≤ 𝑖 < 𝑗 < 𝑁 entonces 

𝐴𝐸𝑥𝑝1

[𝑗,𝑘]
= lcom𝑖,𝑗

𝑘+1(𝐴0) ≡ 𝐴 = lcom𝑖,𝑗
𝑘 (𝐴0). 

Demostración: La demostración de 1 y 2 en el sentido ⇐ 

es trivial porque como 𝑏 = 𝑏0, entonces 𝑏 y 𝑏0 son inter-

cambiables. Para demostrar el sentido ⇒ de 1 se mues-
tra que 𝑏[𝑖] = 𝑏0[𝑖] y 𝑏[𝑗] = 𝑏0[𝑗], y por ende 𝑏 =

𝑏𝑏[𝑖],𝑏[𝑗]
𝑖,𝑗

=⏞
hip

 𝑏0𝑏[𝑖],𝑏[𝑗]
𝑖,𝑗 = 𝑏0𝑏0[𝑖],𝑏0[𝑗]

𝑖,𝑗 = 𝑏0. Para demostrar 

⇒ de 2, se muestra que 𝐸𝑥𝑝′ definida como 
𝑏[𝑖]

𝐴[𝑖,𝑖]
𝐴[𝑗, 𝑖], 

cumple con 𝑏[𝑗] = 𝐸𝑥𝑝 + 𝐸𝑥𝑝′ y 𝑏0[𝑗] = (𝐸𝑥𝑝 +
𝐸𝑥𝑝′)[𝑏 ≔ 𝑏0] y que como 𝑏[𝑖] = 𝑏0[𝑖] para 𝑖 ≠ 𝑗, enton-
ces 𝐸𝑥𝑝′ = 𝐸𝑥𝑝′[𝑏 ≔ 𝑏0], por lo tanto 

     𝑏 = 𝑏
𝐸𝑥𝑝+𝐸𝑥𝑝′
𝑗

= 𝑏
𝑏𝐸𝑥𝑝

𝑗
[𝑗]+𝐸𝑥𝑝′

𝑗
=⏞
hip

𝑏0𝑏𝐸𝑥𝑝
𝑗

[𝑗]+𝐸𝑥𝑝′

𝑗

= 𝑏0𝑏0𝐸𝑥𝑝[𝑏≔𝑏0]
𝑗

[𝑗]+𝐸𝑥𝑝′[𝑏≔𝑏0]

𝑗

= 𝑏0𝐸𝑥𝑝[𝑏≔𝑏0]+𝐸𝑥𝑝′[𝑏≔𝑏0]
𝑗

= 𝑏0. 

Para demostrar 3 y 4 se verifica que swap𝑖,𝑗
𝑘+1(𝐴0) =

swap𝑖,𝑗
𝑘 (𝐴0)𝐴0[𝑗,𝑘],𝐴0[𝑖,𝑘]

[𝑖,𝑘],[𝑗,𝑘]
 y lcom𝑖,𝑗

𝑘 (𝐴0)𝐸𝑥𝑝1[𝐴≔𝐴0]
[𝑗,𝑘]

=

lcom𝑖,𝑗
𝑘+1(𝐴0). Luego la demostración es análoga a 1 y 

2.                     ∎ 

Definición 7. Dado un entero positivo 𝑁, dos matrices 

𝐴, 𝐴0, de dimensiones N × N y dos vectores 𝑏, 𝑏0   de 𝑁 
coordenadas, se dice que los sistemas de ecuaciones 
𝐴𝑥⃗ = 𝑏 y 𝐴0𝑥⃗ = 𝑏0, tienen las mismas soluciones, si y 
sólo si es cierto el predicado 𝐴, 𝑏 ≈ 𝐴0, 𝑏0, que es una 
abreviación de: 

{(𝑥0, … , 𝑥𝑁−1) ∈ 𝑅𝑁| (∀𝑖|0 ≤ 𝑖 < 𝑁 ∶ ∑ 𝐴[𝑖, 𝑗]𝑥𝑗

𝑁−1

𝑗=0

)

= 𝑏[𝑖]} 

= 

{(𝑥0, … , 𝑥𝑁−1) ∈ 𝑅𝑁| (∀𝑖|0 ≤ 𝑖 < 𝑁 ∶ ∑ 𝐴0[𝑖, 𝑗]𝑥𝑗

𝑁−1

𝑗=0

)

= 𝑏0[𝑖]} 

Un resultado clásico del Álgebra Lineal establece que, 
si realizas operaciones elementales por filas en una ma-
triz, el sistema de ecuaciones asociado mantiene el 
mismo conjunto de soluciones. Las operaciones aquí 
definidas no son elementales ya que no modifican la fila 
completa, sin embargo, mantienen el conjunto de solu-
ciones como se demuestra a continuación. 

Lema 6. Dado un entero positivo 𝑁, dos matrices 𝐴, 𝐴0, 
de dimensiones 𝑁 × 𝑁 y dos vectores 𝑏, 𝑏0 de 𝑁 coorde-
nadas, entonces 

1. Si 𝑇𝑆𝑖,𝑗(𝐴) con 0 ≤ 𝑖, 𝑗 < 𝑁, entonces si se cumple 

que 

         swap𝑖,𝑗
𝑁 (𝐴), 𝑏𝑏[𝑗],𝑏[𝑖]

𝑖,𝑗
≈ 𝐴0, 𝑏0 

    ≡ 

         𝐴, 𝑏 ≈ 𝐴0, 𝑏0. 

2. Si 𝑇𝑆𝑖,𝑗(𝐴) con 0 ≤ 𝑖, 𝑗 < 𝑁, entonces si se denota 

𝐸𝑥𝑝 como −
𝑏[𝑖]

𝐴[𝑖,𝑖]
𝐴[𝑗, 𝑖] + 𝑏[𝑗], se cumple que 

        lcom𝑖,𝑗
𝑁 (𝐴), 𝑏𝐸𝑥𝑝

𝑗
≈ 𝐴0, 𝑏0 

≡ 

        𝐴, 𝑏 ≈ 𝐴0, 𝑏0. 

Demostración: Como ≈ es una relación de equivalencia 
entonces, para demostrar 1, basta con demostrar que 

swap𝑖,𝑗
𝑁 (𝐴), 𝑏𝑏[𝑗],𝑏[𝑖]

𝑖,𝑗
≈ 𝐴, 𝑏 

Y para demostrar 2 

lcom𝑖,𝑗
𝑁 (𝐴), 𝑏𝐸𝑥𝑝

𝑗
≈ 𝐴, 𝑏. 

1. Las soluciones del sistema están definidas me-
diante 

(∀𝑖′|0 ≤ 𝑖′ < 𝑁 ∶ ∑ swap𝑖,𝑗
𝑁 (𝐴)[𝑖′, 𝑗′]𝑥𝑗′

𝑁−1
𝑗′=0 = 𝑏𝑏[𝑗],𝑏[𝑖]

𝑖,𝑗 [𝑖′]) 
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Cuando 𝑖′ ∉ {𝑖, 𝑗} se tiene que  swapi,j
N(A)[i′, j′] =

A[i′, j′] y 𝑏𝑏[𝑗],𝑏[𝑖]
𝑖,𝑗 [𝑖′] = 𝑏[𝑖′], por lo tanto, lo anterior 

es equivalente a 

(∀𝑖′|0 ≤ 𝑖′ < 𝑁 ∧ 𝑖′ ∉ {𝑖, 𝑗} ∶ ∑ 𝐴[𝑖′, 𝑗′]𝑥𝑗′
𝑁−1
𝑗′=0 = 𝑏[𝑖′]) 

∧ 

∑ 𝐴[𝑖, 𝑗′]𝑥𝑗′

0
i−1

j′=0

+ ∑ swap𝑖,𝑗
𝑁 (𝐴)[𝑖, 𝑗′]𝑥𝑗′

N−1

j′=i

= 𝑏[𝑗]  

∧ 

∑ 𝐴[𝑗, 𝑗′]𝑥𝑗′

0
i−1

j′=0

+ ∑ swap𝑖,𝑗
𝑁 (𝐴)[𝑗, 𝑗′]𝑥𝑗′

𝑁−1

𝑗′=i

= 𝑏[𝑖] 

Como por hipótesis 𝑇𝑆𝑖,𝑗(𝐴), se tiene que 𝐴[𝑖, 𝑗′] =

𝐴[𝑗, 𝑗′] = 0 cuando 0 ≤ 𝑗′ < 𝑖 y aplicando la defini-

ción de swap𝑖,𝑗
𝑁 (𝐴) entonces, equivalentemente se 

tiene que 

(∀𝑖′|0 ≤ 𝑖′ < 𝑁 ∧ 𝑖′ ∉ {𝑖, 𝑗} ∶ ∑ 𝐴[𝑖′, 𝑗′]𝑥𝑗′
𝑁−1
𝑗′=0 = 𝑏[𝑖′]) 

∧  

∑ 𝐴[𝑗, 𝑗′]𝑥𝑗′

0
i−1

j′=0

+ ∑ A[j, j′]xj′

N−1

j′=i

= b[j]  

∧ 

∑ 𝐴[𝑖, 𝑗′]𝑥𝑗′

0
i−1

j′=0

+ ∑ A[i, j′]xj′

N−1

j′=i

= b[i] 

Lo cual es equivalente a 

(∀𝑖′|0 ≤ 𝑖′ < 𝑁 ∶ ∑ 𝐴[𝑖′, 𝑗′]𝑥𝑗′
𝑁−1
𝑗′=0 = 𝑏[𝑖′]). 

2. Esta demostración es análoga a la anterior, sepa-
rando del rango del ∀ el caso 𝑖′ = 𝑗.                       ∎ 

VI. ALGORITMO DE ELIMINACIÓN GAUSSIANA 

En esta sección se derivará el Algoritmo de eliminación 
gaussiana usando la técnica de reemplazo de constante 
por variable recursivamente. Cada predicado Pdef y 
Qdef que se usará, satisfacen las condiciones de la Ob-

servación 1, de modo que al encontrar una instrucción 𝑆 

que satisfaga {Pdef} 𝑆 {Qdef}, se tiene garantía que las 
hipótesis del Teorema 4 se cumplieron durante todo el 
proceso. 

La postcondición de este algoritmo debe indicar que el 
estado final de la matriz debe ser diagonal superior, esto 
se expresa formalmente con el predicado 𝑇𝑆𝑁,𝑁(𝐴). Adi-

cionalmente la postcondición debe decir que la solución 
del sistema 𝐴𝑥⃗ = 𝑏, debe ser la misma al principio que 
al final de la ejecución del programa. Denotando 𝐴0, 𝑏0 

como las variables de especificación, que indican el es-
tado inicial de la matriz 𝐴 y el vector 𝑏, entonces formal-
mente se puede expresar esta condición con el predi-
cado   𝐴, 𝑏 ≈ 𝐴0, 𝑏0. Por lo dicho anteriormente la post-
condición de este algoritmo debe ser: 

{Post : 𝑇𝑆𝑁,𝑁(A) ∧ 𝐴, 𝑏 ≈ 𝐴0, 𝑏0}. 

La construcción de este algoritmo se realizará en cinco 
partes. 

A. Primera Parte 

Usando la técnica de reemplazo de constante por varia-
ble, al reemplazar 𝑁 por 𝑖 en Post, aparece 𝑇𝑆𝑖,𝑖(𝐴), pero 

como en 𝑇𝑆𝑖,𝑖(𝐴) el índice 𝑖 no puede superar las dimen-

siones de la matriz y aumenta de uno en uno dentro del 
ciclo, entonces el programa no podrá iterar más de 𝑁 

veces, por lo tanto, se toma 𝐾 con el valor 𝑁, obteniendo 
así la Tripleta 1. 

Donde los predicados Pdef1 y Qdef1 están definidos 
como: 

Pdef1 ∶ 𝑇𝐼𝑁 ∧ 𝑇𝑆𝑖,𝑖(𝐴) ∧ 𝐴, 𝑏 ≈ 𝐴0, 𝑏0 

Qdef1 ∶ 𝑇𝑆𝑖+1,𝑖+1(𝐴) ∧ 𝐴, 𝑏 ≈ 𝐴0, 𝑏0     

Y, además 

𝑇𝑁 ≡ 𝑁 − 𝑁 ≤ 𝑖 ≤ 𝑁 ≡ 0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑁 y 

𝑇𝐼𝑁 ≡ 𝑁 − 𝑁 ≤ 𝑖 < 𝑁 ≡ 0 ≤ 𝑖 < 𝑁.       

Por otro lado, inicializando el ciclo en 𝑖 : = 0 se puede 
calcular la precondición de todo el programa haciendo: 

wp(𝑖 ≔ 0, 𝐼𝑛𝑣1)  

    ≡ 

𝐼𝑛𝑣1[𝑖 ≔ 0] 

    ≡ 

0 ≤ 0 ≤ 𝑁 ∧ 𝑇𝑆0,0(𝐴) ∧ 𝐴, 𝑏 ≈ 𝐴0, 𝑏0 

    ≡                ⟨Lema 2⟩ 

0 ≤ 𝑁 ∧ 𝑡𝑟𝑢𝑒 ∧ 𝐴, 𝑏 ≈ 𝐴0, 𝑏0. 

Como 𝐴 = 𝐴0 ∧ 𝑏 = 𝑏0 ⇒ 𝐴, 𝑏 ≈ 𝐴0, 𝑏0, la precondición 
anterior puede ser fortalecida según las reglas de 

Tripleta 1: Aplicación de reemplazo de constante por 
variable a Post 

{𝐼𝑛𝑣1 ∶ 𝑇𝑁 ∧ 𝑇𝑆𝑖,𝑖(𝐴) ∧ 𝐴, 𝑏 ≈ 𝐴0, 𝑏0} 

do i ≠  N → 

    A, b, j, k, a : [Pdef1,  Qdef1]; 

     i :=i+1 

od 

{Post ∶ 𝑇𝑆𝑁,𝑁(𝐴) ∧ 𝐴, 𝑏 ≈ 𝐴0, 𝑏0} 
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Hoare, de modo que una precondición válida para todo 
el programa sería 

{Pre : 0 ≤ N ∧ A = A0 ∧ b = b0}. 

Nótese que Pdef1 ⇒ 0 ≤ i < N y en 0 ≤ 𝑖 < 𝑁 no ocurren 

variables de especificación ni las variables 𝐴, 𝑏, 𝑗, 𝑘, 𝑎, 
que son las que pueden ser modificadas por la instruc-
ción de especificación 𝐴, 𝑏, 𝑗, 𝑘, 𝑎 ∶ [Pdef1, Qdef1]. 
Usando el Teorema 3 se determina que la instrucción de 
especificación anterior es idéntica a la instrucción 

𝐴, 𝑏, 𝑗, 𝑘, 𝑎 ∶ [Pdef1,0 ≤ i < N ∧ Qdef1]. 

Para refinar la instrucción de especificación en un trozo 
de código de GCL, será conveniente usar la última ver-
sión porque es de utilidad contar con el predicado 0 ≤
𝑖 < 𝑁 en conjunción con Qdef1. 

El algoritmo final se muestra en el Algoritmo 1. 

B. Segunda Parte 

A continuación se refina la instrucción de especificación 

𝐴, 𝑏, 𝑗, 𝑘, 𝑎 ∶ [Pdef1, 0 ≤ i < 𝑁 ∧  Qdef1] en una instruc-

ción 𝑆 de GCL que sólo modifique las variables 𝐴, 𝑏, 𝑗,
𝑘, 𝑎 y que satisfaga la tripleta {Pdef1} S {Qdef1

′: 0 ≤ i <
N ∧ Qdef1}. 

La postcondición de la tripleta anterior puede escribirse 
de forma equivalente haciendo uso del Lema 2 de la si-
guiente manera 

0 ≤ 𝑖 < 𝑁 ∧ Qdef1 

  ≡ 

0 ≤ 𝑖 < 𝑁 ∧ 𝑇𝑆𝑖+1,𝑖+1(𝐴) ∧ 𝐴, 𝑏 ≈ 𝐴0, 𝑏0  

  ≡                 ⟨Lema 𝟐⟩ 

0 ≤ 𝑖 < 𝑁 ∧ 𝑇𝑆𝑖,𝑁(𝐴) ∧ 𝐴, 𝑏 ≈ 𝐴0, 𝑏0 

Usando la técnica de reemplazo de constante por varia-
ble, al reemplazar 𝑁 por 𝑗 en Qdef1, aparece TSi,𝑗(A), pero 

como  el índice 𝑗 en el predicado 𝑇𝑆𝑖,𝑗(𝐴) debe ser mayor 

que 𝑖, pero no mayor que las dimensiones de la matriz y 

𝑗 se incrementa de uno en uno, en cada iteración, en-
tonces el algoritmo sólo puede iterar a lo sumo 𝑁 − 𝑖 −
1 iteraciones, por lo tanto se toma 𝐾 como 𝑁 − 𝑖 − 1. 
Obteniéndose la Tripleta 2. 

Donde los predicados Pdef2 y Qdef2 se definen como: 

Pdef2 ∶ 𝑇𝐼𝑁−𝑖−1 ∧ 0 ≤ 𝑖 < 𝑁 ∧ 𝑇𝑆𝑖,𝑗(𝐴) ∧ 𝐴, 𝑏 ≈ 𝐴0, 𝑏0 

  Qdef2 ∶ 0 ≤ 𝑖 < 𝑁 ∧ 𝑇𝑆𝑖,𝑗+1(𝐴) ∧ 𝐴, 𝑏 ≈ 𝐴0, 𝑏0         

y  

𝑇𝑁−𝑖−1   ≡ 𝑁 − (𝑁 − 𝑖 − 1) ≤ 𝑗 ≤ 𝑁 ≡ 𝑖 < 𝑗 ≤ 𝑁 

𝑇𝐼𝑁−𝑖−1 ≡ 𝑁 − (𝑁 − 𝑖 − 1) ≤ 𝑗 < 𝑁 ≡ 𝑖 < 𝑗 < 𝑁 

De esta forma como 𝑖 < 𝑗, se puede inicializar el ciclo en 

𝑗 ≔ 𝑖 + 1, y entonces se calcula la precondición más dé-
bil del algoritmo recién planteado haciendo 

wp(𝑗 ≔ 𝑖 + 1, 𝐼𝑛𝑣2) 

    ≡ 

𝐼𝑛𝑣2[𝑗 ≔ 𝑖 + 1] 

    ≡ 

𝑖 < 𝑖 + 1 ≤ 𝑁 ∧ 0 ≤ 𝑖 < 𝑁 ∧ 𝑇𝑆𝑖,𝑖+1(𝐴) 

∧ 𝐴, 𝑏 ≈ 𝐴0, 𝑏0 

    ≡ 

0 ≤ 𝑖 < 𝑁 ∧ 𝑇𝑆𝑖,𝑖+1(𝐴) ∧ 𝐴, 𝑏 ≈ 𝐴0, 𝑏0 

    ≡                ⟨Item 3 Lema 𝟐⟩ 

0 ≤ 𝑖 < 𝑁 ∧ 𝑇𝑆𝑖,𝑖(𝐴) ∧ 𝐴, 𝑏 ≈ 𝐴0, 𝑏0 

    ≡ 

Pdef1 

De esta forma se muestra que la precondición más débil 
de este trozo de código es Pdef1 como se necesita. 

Por otro lado, análogo a la primera parte, se tiene que 
Pdef2 ⇒ 0 ≤ i < j < N y en 0 ≤ 𝑖 < 𝑗 < 𝑁 no ocurren va-

riables de especificación ni las variables 𝐴, 𝑏, 𝑘, 𝑎, que 
son las que pueden ser modificadas por la instrucción 
de especificación 𝐴, 𝑏, 𝑘, 𝑎 ∶ [Pdef2, Qdef2]. Usando el 
Teorema 3 se determina que la instrucción de especifi-
cación anterior es idéntica a la instrucción 

A, b, k, a ∶ [Pdef2, 0 ≤ i < j < N ∧ Qdef2]. 

Será conveniente usar esta versión de la instrucción. 

Con esto se concluye que el Algoritmo 2, refina a la pri-
mera instrucción de especificación  

Algoritmo 1: Algoritmo inicial de eliminación Gaussiana 

|[ Const N : Integer; 

Var i, j, k : Integer; 
Var a : Real; 

Var A : Matrix N× N of Real; 

Var b : Array of length N of Real; 

{𝑃𝑟𝑒: 0 ≤ 𝑁 ∧ 𝐴 = 𝐴0 ∧ 𝑏 = 𝑏0}  
i=0; 

{𝐼𝑛𝑣1: 0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑁 ∧ 𝑇𝑆𝑖,𝑖(𝐴) ∧ 𝐴, 𝑏 ≈ 𝐴0, 𝑏0} 

do i≠ N → 

     A, b, j, k, a : [Pdef1, 0 ≤  𝑖 < 𝑁 ∧ Qdef1]; 
      i := i+1  
od 

{Post: 𝑇𝑆𝑁,𝑁(𝐴) ∧ 𝐴, 𝑏 ≈ 𝐴0, 𝑏0} 

]| 

Tripleta 2: Aplicación de reemplazo de constante 
por variable a Qdef1

′ 

 {𝐼𝑛𝑣2: 𝑇𝑁−𝑖−1 ∧ 0 ≤ i < 𝑁 ∧ TSi,j(A) ∧ 𝐴, 𝑏 ≈ 𝐴0, 𝑏0} 
 do j≠ N → 

      A, b, k, a : [Pdef2,Qdef2]; 

       j := j+1 
 od 

 {Qdef1
′: 0 ≤ i < N ∧ TSi,N(A) ∧ 𝐴, 𝑏 ≈ 𝐴0, 𝑏0 } 
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𝐴, 𝑏, 𝑗, 𝑘, 𝑎 ∶ [Pdef1, 0 ≤ 𝑖 < 𝑁 ∧ Qdef1] 

propuesta en la primera parte. 

  

C. Tercera Parte 

En esta parte se busca refinar la tripleta 𝐴, 𝑏, 𝑘, 𝑎 ∶
[Pdef2, 0 ≤ 𝑖 < 𝑗 < 𝑁 ∧ Qdef2] en un trozo de código 𝑆 de 
GCL que satisfaga 

{Pdef2} S {Qdef2
′ : 0 ≤ i < j < N ∧ Qdef2} 

donde 𝑆 sólo modifica las variables 𝐴, 𝑏, 𝑘, 𝑎. Definiendo 
como 𝐸𝑥𝑝 a la expresión −𝐴[𝑗, 𝑖] ∗ (𝑏[𝑖]/𝐴[𝑖, 𝑖]) + 𝑏[𝑗], 
se propone el Algoritmo 3. 

 

Ahora se debe calcular wp del IF anterior y Qdef2
′ , pero 

para esto, primero se calculará wp de ambas instruccio-
nes de especificación 𝐴, 𝑏, 𝑘 ∶ [Pdef3, Qdef3]  y 𝐴, 𝑏, 𝑘, 𝑎 ∶
[Pdef4, Qdef4], que se encuentran en el cuerpo de la pri-

mera y segunda guardia del IF anterior con Qdef2
′ . 

wp(𝐴, 𝑏, 𝑘 ∶ [Pdef3 , Qdef3], Qdef2
′) 

    ≡              ⟨Teorema 3⟩ 

                wp(𝐴, 𝑏, 𝑘: [

𝐴 = swap𝑖,𝑗
𝑁 (𝐴0)

Pdef3, ∧

𝑏 = 𝑏0𝑏0[𝑗],𝑏0[𝑖]
𝑖,𝑗

] , Qdef2
′) 

    ≡              ⟨Corolario 2⟩ 

0 ≤ 𝑖 < 𝑗 < 𝑁 ∧ (∀𝐴′, 𝑏′, 𝑘′| 

𝐴′ = swap𝑖,𝑗
𝑁 (𝐴)

∧

𝑏′ = 𝑏𝑏[𝑗],𝑏[𝑖]
𝑖,𝑗

 : 

0 ≤ 𝑖 <  𝑗 < 𝑁 ∧ 𝑇𝑆𝑖,𝑗+1(𝐴′) ∧ 𝐴′, 𝑏′ ≈ 𝐴0, 𝑏0) 

    ≡              ⟨regla de un punto⟩ 

0 ≤ 𝑖 < 𝑗 < 𝑁 ∧ 𝑇𝑆𝑖,𝑗+1 (swap𝑖,𝑗
𝑁 (𝐴))  

∧ swap𝑖,𝑗
𝑁 (𝐴), 𝑏𝑏[𝑗],𝑏[𝑖]

𝑖,𝑗
≈ 𝐴0, 𝑏0 

    ≡              ⟨item 5 del Lema 3⟩ 

0 ≤ 𝑖 < 𝑗 < 𝑁 ∧ 𝑇𝑆𝑖,𝑗(𝐴) ∧ 𝐴[𝑖, 𝑖] = 0 ∧     

                                    swap𝑖,𝑗
𝑁 (𝐴), 𝑏𝑏[𝑗],𝑏[𝑖]

𝑖,𝑗
≈ 𝐴0, 𝑏0 

    ≡              ⟨item 1 del Lema 6⟩ 

0 ≤ 𝑖 < 𝑗 < 𝑁 ∧ 𝑇𝑆𝑖,𝑗(𝐴) ∧ 𝐴[𝑖, 𝑖] = 0 ∧ 

𝐴, 𝑏 ≈ 𝐴0, 𝑏0 

Por otro lado, se calcula 

wp(𝐴, 𝑏, 𝑘, 𝑎 ∶ [Pdef4, Qdef4], Qdef2
′) 

    ≡              ⟨Teorema 3⟩ 

wp (𝐴, 𝑏, 𝑘, 𝑎 ∶ [

𝐴 = lcom𝑖,𝑗
𝑁 (𝐴0)

Pdef4, ∧

𝑏 = 𝑏0𝐸𝑥𝑝[𝑏,𝐴≔𝑏0 ,𝐴0]
𝑗

], 

Qdef2
′) 

    ≡              ⟨Corolario 2⟩ 

0 ≤ 𝑖 < 𝑗 < 𝑁 ∧ 𝐴[𝑖, 𝑖] ≠ 0 ∧ 

( ∀𝐴′, 𝑏′, 𝑘′, 𝑎′| 

𝐴′ = lcom𝑖,𝑗
𝑁 (𝐴)

∧

𝑏′ = 𝑏𝐸𝑥𝑝
𝑗

 ∶  

0 ≤ 𝑖 < 𝑗 < 𝑁 ∧ 𝑇𝑆𝑖,𝑗+1(𝐴
′) ∧ 𝐴′, 𝑏′ ≈ 𝐴0, 𝑏0) 

    ≡              ⟨regla de un punto⟩ 

0 ≤ 𝑖 < 𝑗 < 𝑁 ∧ 𝐴[𝑖, 𝑖] ≠ 0 ∧ 

𝑇𝑆𝑖,𝑗+1 (lcom𝑖,𝑗
𝑁 (𝐴)) ∧ lcom𝑖,𝑗

𝑁 (𝐴), 𝑏𝐸𝑥𝑝
𝑗

 

≈ 𝐴0, 𝑏0 

    ≡              ⟨ítem 5 del Lema 4⟩ 

Algoritmo 3: Refinamiento de 𝐴, 𝑏, 𝑘, 𝑎 ∶ [Pdef2, 0 ≤
𝑖 < 𝑗 < 𝑁 ∧ Qdef2] 

{Pdef2: 0 ≤ 𝑖 < 𝑗 < 𝑁 ∧ 𝑇𝑆𝑖,𝑗(𝐴)  ∧ 𝐴, 𝑏 ≈ 𝐴0, 𝑏0} 

  if  A[i, i] = 0 ∧ A[j, i] ≠0  → 

     A, b, k : 

      

[
 
 
 
 
 
A = A0 ∧ b = b0 A = swap

𝑖,𝑗
𝑁 (A0)

∧ ∧

0 ≤ i < j < N , b = b0𝑏0[𝑗],𝑏0[𝑖]
𝑖,𝑗

∧
0 ≤ i < j < N ]

 
 
 
 
 

 

[ ]  A[i, i] ≠ 0 ∧ A[j, i] ≠0  → 

     A, b, k, a : 

     

[
 
 
 
 
 
A = A0 ∧ b = b0 A = lcom𝑖,𝑗

𝑁 (A0)

∧ ∧

0 ≤ i < j < N , b = b0Exp[𝑏,𝐴≔𝑏0,𝐴0]
𝑗

∧ ∧
A[i,i] ≠ 0 0 ≤ i < j < N ]

 
 
 
 
 

 

[ ]    A[j, i] = 0   → 
     SKIP 
  fi 

{Qdef′2: 0 ≤ 𝑖 < 𝑗 < 𝑁 ∧ 𝑇𝑆𝑖,𝑗+1(𝐴)  ∧ 𝐴, 𝑏 ≈ 𝐴0, 𝑏0} 

 Algoritmo 2: Refinamiento de  
𝐴, 𝑏, 𝑗, 𝑘, 𝑎 ∶ [Pdef1 , 0 ≤ 𝑖 < 𝑁 ∧ Qdef1] 

{Pdef1 ∶ 0 ≤ 𝑖 < 𝑁 ∧ 𝑇𝑆𝑖,𝑖(𝐴) ∧ 𝐴, 𝑏 ≈ 𝐴0, 𝑏0} 

j ≔ i+1; 

{𝐼𝑛𝑣2 ∶ 0 ≤ 𝑖 < 𝑗 ≤ 𝑁 ∧ 𝑇𝑆𝑖,𝑗(𝐴) ∧ 𝐴, 𝑏 ≈ 𝐴0, 𝑏0} 

do j ≠  N → 

    A, b, k, a : [Pdef2,0 ≤ 𝑖 < 𝑗 < 𝑁 ∧ Qdef2]; 

     j :=j+1 

od 

{Qdef1
′ ∶ 0 ≤ 𝑖 < 𝑁 ∧ 𝑇𝑆𝑖+1,𝑖+1(𝐴) ∧ 𝐴, 𝑏 ≈ 𝐴0, 𝑏0} 
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0 ≤ 𝑖 < 𝑗 < 𝑁 ∧ 𝐴[𝑖, 𝑖] ≠ 0 ∧ 𝑇𝑆𝑖,𝑗(𝐴) ∧ 

 lcom𝑖,𝑗
𝑁 (𝐴), 𝑏𝐸𝑥𝑝

𝑗
≈ 𝐴0, 𝑏0 

    ≡              ⟨item 2 del Lema 6⟩ 

0 ≤ 𝑖 < 𝑗 < 𝑁 ∧ 𝐴[𝑖, 𝑖] ≠ 0 ∧ 𝑇𝑆𝑖,𝑗(𝐴) ∧ 

𝐴, 𝑏 ≈ 𝐴0, 𝑏0 

Usando los cálculos anteriores y abreviando 𝐵0 , 𝐵1 y 𝐵2 
como las guardias del IF anterior, se calcula wp de IF y 

Qdef1
′ de la siguiente manera. 

wp(𝐼𝐹, Qdef2
′) 

    ≡ 

domain(𝐵0, 𝐵1, 𝐵2)
0≤𝑖,𝑗<𝑁

∧ (𝐵0 ∨ 𝐵1 ∨ 𝐵2) ∧
𝑡𝑟𝑢𝑒

 

(𝐵0 ⇒ wp(𝐴, 𝑏, 𝑘 ∶ [Pdef3, Qdef3], Qdef2
′)) ∧ 

(𝐵1 ⇒ wp(𝐴, 𝑏, 𝑘, 𝑎 ∶ [Pdef4, Qdef4], Qdef2
′)) ∧ 

(𝐵2 ⇒ wp(SKIP, Qdef2
′)) 

    ≡ 

0 ≤ 𝑖, 𝑗 < 𝑁 ∧ 

(𝐴[𝑖, 𝑖] = 0 ∧ 𝐴[𝑗, 𝑖] ≠ 0 ⇒ 0 ≤ 𝑖 <  𝑗 < 𝑁 ∧ 

𝑇𝑆𝑖,𝑗(𝐴) ∧ (𝐴[𝑖, 𝑖] = 0)
𝑡𝑟𝑢𝑒

∧ 𝐴, 𝑏 ≈ 𝐴0, 𝑏0) ∧ 

(𝐴[𝑖, 𝑖] ≠ 0 ∧ 𝐴[𝑗, 𝑖] ≠ 0 ⇒ 0 ≤ 𝑖 <  𝑗 < 𝑁 ∧  

(𝐴[𝑖, 𝑖] ≠ 0)
𝑡𝑟𝑢𝑒

∧ 𝑇𝑆𝑖,𝑗(𝐴) ∧ 𝐴, 𝑏 ≈ 𝐴0, 𝑏0) ∧ 

(𝐴[𝑗, 𝑖] = 0 ⇒ 0 ≤ 𝑖 < 𝑗 < 𝑁 ∧ 𝐴, 𝑏 ≈ 𝐴0, 𝑏0 

∧ 𝑇𝑆𝑖,𝑗+1(𝐴)

𝑇𝑆𝑖,𝑗(𝐴)∧(𝐴[𝑗,𝑖]=0)
𝑡𝑟𝑢𝑒

) 

    ≡            〈(𝐵0 ⇒ 𝑃) ∧ (𝐵1 ⇒ 𝑃) ∧ (𝐵2 ⇒ 𝑃) ≡ 𝑃〉 

0 ≤ 𝑖, 𝑗 < 𝑁 ∧ 0 ≤ 𝑖 < 𝑗 < 𝑁 ∧ 𝑇𝑆𝑖,𝑗(𝐴) ∧  

𝐴, 𝑏 ≈ 𝐴0, 𝑏0 

    ≡ 

Pdef2 

Con esto queda demostrado que la tripleta 
{Pdef2} IF {Qdef2

′} es cierta. 

D Cuarta Parte 

A continuación, se refina la instrucción de especifica-
ción 

A, b, k ∶

[
 
 
 
 
 
𝐴 = 𝐴0 ∧ 𝑏 = 𝑏0 𝐴 = swap𝑖,𝑗

𝑁 (𝐴0)

∧ ∧

0 ≤ 𝑖 < 𝑗 < 𝑁 , 𝑏 = 𝑏0𝑏0[𝑗],𝑏0[𝑖]
𝑖,𝑗

∧
0 ≤ 𝑖 < 𝑗 < 𝑁 ]

 
 
 
 
 

  

en una instrucción de GCL. 

Usando la técnica de reemplazo de constante por varia-
ble, al reemplazar 𝑁 por 𝑘 en Qdef3, aparece 𝐴 =

swap
𝑖,𝑗
𝑘 (𝐴0), pero, para que swap no se comporte como la 

función identidad, salvo al inicio de la primera iteración, 
debe ocurrir que 𝑖 ≤ 𝑘 ≤ 𝑁. Como 𝑘 aumenta de uno en 
uno en el ciclo, entonces basta con que el ciclo itere a lo 
sumo 𝑁 − 𝑖 veces. Por lo tanto, se toma 𝐾 ≔ 𝑁 − 𝑖 ge-

nerando la Tripleta 3. 

 

Donde los predicados Pdef5 y Qdef5 están definidos 
como:  

Pdef5 ∶ 𝑇𝐼𝑁−𝑖 ∧ 0 ≤ 𝑖 < 𝑗 < 𝑁 ∧ 𝐴 = swap𝑖,𝑗
𝑘 (𝐴0)  ∧ 

𝑏 = 𝑏0𝑏0[𝑗],𝑏0[𝑖]
𝑖,𝑗

 

Qdef5 ∶ 0 ≤ 𝑖 < 𝑗 < 𝑁 ∧ 𝐴 = swap𝑖,𝑗
𝑘+1(𝐴0)  ∧           

𝑏 = 𝑏0𝑏0[𝑗],𝑏0[𝑖]
𝑖,𝑗

.  

Y, además 

𝑇𝑁−𝑖 ≡ 𝑁 − (𝑁 − 𝑖) ≤ 𝑘 ≤ 𝑁 ≡ 𝑖 ≤ 𝑘 ≤ 𝑁 

𝑇𝐼𝑁−𝑖 ≡ 𝑁 − (𝑁 − 𝑖) ≤ 𝑘 < 𝑁 ≡ 𝑖 ≤ 𝑘 < 𝑁  

Así, como 𝑖 ≤ 𝑘 y 𝑏 = 𝑏0𝑏0[𝑗],𝑏0[𝑖]
𝑖,𝑗

, se puede inicializar el 

ciclo en k, b[i], b[j] ≔ i, b[j], b[i], entonces se calcula la 
precondición más débil de este algoritmo haciendo 

 

 

wp(𝑘, 𝑏[𝑖], 𝑏[𝑗] ≔ 𝑖, 𝑏[𝑗], 𝑏[𝑖], 𝐼𝑛𝑣3) 

    ≡ 

Tripleta 3: Aplicación de reemplazo de constante por 

variable a Qdef3  

 {𝐼𝑛𝑣3 ∶ 𝑇𝑁−𝑖 ∧ 0 ≤ 𝑖 < 𝑗 < 𝑁 ∧ 𝐴 = swap𝑖,𝑗
𝑘 (𝐴0) ∧ 𝑏 =

𝑏0𝑏0[𝑗],𝑏0[𝑖]
𝑖,𝑗 } 

 do k≠ N → 

      A, b : [Pdef5,Qdef5]; 

       k := k+1 
 od 

 {Qdef3: 0 ≤ 𝑖 < 𝑗 < 𝑁 ∧ 𝐴 = swap
𝑖,𝑗
𝑁 (𝐴0) ∧ 𝑏 =

𝑏0𝑏0[𝑗],𝑏0[𝑖]
𝑖,𝑗

 } 
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Inv3 [𝑘, 𝑏 ≔ 𝑖, 𝑏𝑏[𝑗],𝑏[𝑖]
𝑖,𝑗

] 

    ≡ 

0 ≤ 𝑖, 𝑗 < 𝑁 ∧ 𝑖 ≤ 𝑖 ≤ 𝑁 ∧ 0 ≤ 𝑖 < 𝑗 < 𝑁 ∧ 

𝐴 = swap𝑖,𝑗
𝑖 (𝐴0) ∧ 𝑏𝑏[𝑗],𝑏[𝑖]

𝑖,𝑗
= 𝑏0𝑏0[𝑗],𝑏0[𝑖]

𝑖,𝑗
 

    ≡ ⟨item 4 y 1 del Lema 3 y Lema 5 ⟩ 

0 ≤ 𝑖 < 𝑗 < 𝑁 ∧ 𝐴 = 𝐴0 ∧ 𝑏 = 𝑏0 

    ≡ 

Pdef3 

Con lo que la precondición más débil de este trozo de 
código es Pdef3 como se necesita. 

Como Pdef5 ⇒ 𝑖 ≤ 𝑘 < 𝑁 y en 𝑖 ≤ 𝑘 < 𝑁 no ocurren va-

riables de especificación ni 𝐴, 𝑏, entonces por el Teo-
rema 3 la instrucción de especificación anterior es idén-
tica a la instrucción A, b ∶ [Pdef5, i ≤ k < N ∧ Qdef5]. Esta 
instrucción se realiza con  𝐴[𝑖, 𝑘], 𝐴[𝑗, 𝑘] ≔
𝐴[𝑗, 𝑘], 𝐴[𝑖, 𝑘], ya que: 

wp(𝐴[𝑖, 𝑘], 𝐴[𝑗, 𝑘] ≔ 𝐴[𝑗, 𝑘], 𝐴[𝑖, 𝑘], 𝑖 ≤ 𝑘 < 𝑁 

∧ Qdef5) 

    ≡ 

0 ≤ 𝑖, 𝑗, 𝑘 < 𝑁 ∧ 𝑖 ≤ 𝑘 < 𝑁 

∧ Qdef5 [𝐴 ≔ 𝐴𝐴[𝑗,𝑘],𝐴[𝑖,𝑘]
[𝑖,𝑘],[𝑗,𝑘]

] 

   ≡ 

𝑖 ≤ 𝑘 < 𝑁 ∧ 0 ≤ 𝑖 < 𝑗 < 𝑁 ∧ 

𝐴𝐴[𝑗,𝑘],𝐴[𝑖,𝑘]
[𝑖,𝑘],[𝑗,𝑘]

= swap𝑖,𝑗
𝑘+1(𝐴0) ∧ 𝑏 = 𝑏0𝑏0[𝑗],𝑏0[𝑖]

𝑖,𝑗
 

    ≡            ⟨item 3 del Lema 5⟩ 

𝑖 ≤ 𝑘 < 𝑁 ∧ 0 ≤ 𝑖 < 𝑗 < 𝑁 ∧ 𝐴 = swap𝑖,𝑗
𝑘 (𝐴0) ∧ 

𝑏 = 𝑏0𝑏0[𝑗],𝑏0[𝑖]
𝑖,𝑗

 

   ≡ 

Pdef5 

Con todo esto se concluye que el Algoritmo 4 es un re-
finamiento de la instrucción A, b, k ∶ [Pdef3 , Qdef3].  

 

E. Quinta Parte 

A continuación, se refina la instrucción de especifica-
ción 

𝐴, 𝑏, 𝑘, 𝑎 ∶

[
 
 
 
 
 
A = 𝐴0 ∧ 𝑏 = 𝑏0 𝐴 = lcom𝑖,𝑗

𝑁 (𝐴0)

∧ ∧

0 ≤ 𝑖 < 𝑗 < 𝑁 , 𝑏 = 𝑏0𝐸𝑥𝑝[𝑏,𝐴≔𝑏0,𝐴0]
𝑗

∧ ∧
𝐴[𝑖, 𝑖] ≠ 0  0 ≤ 𝑖 < 𝑗 < 𝑁 ]

 
 
 
 
 

 

en una instrucción de GCL. 

Según las Reglas de Hoare es suficiente con conseguir 
una tripleta verdadera con una postcondición más fuerte 
que Qdef4, como por ejemplo Qdef4 ∧ a = −A0[j, i] ∧
A[i, i] ≠ 0, la cual se denotará de ahora en adelante 

como Qdef4
′ .  

Usando la técnica de reemplazo de constante por varia-
ble, al reemplazar 𝑁 por 𝑘 en Qdef4′, aparece 𝐴 =

lcom𝑖,𝑗
𝑘 (𝐴0), pero como el predicado lcom es útil cuando 

𝑖 ≤ 𝑘 ≤ 𝑁 y 𝑘 aumenta de uno en uno en el ciclo, enton-

ces basta con que el ciclo itere a lo sumo 𝑁 − 𝒊  veces. 

Entonces tomando 𝐾 ∶= 𝑁 − 𝑖 se genera la Tripleta 4. 

 

 Algoritmo 4: Refinamiento de A, b, k ∶ [Pdef3, Qdef3] 

{Pdef3: 0 ≤ 𝑖 < 𝑗 < 𝑁 ∧ 𝐴 = 𝐴0 ∧ 𝑏 = 𝑏0 } 

k, b[i], b[j] := i,b[j], b[i]; 

{𝐼𝑛𝑣3: 𝑖 ≤ 𝑘 ≤ 𝑁 ∧ 0 ≤ 𝑖 < 𝑗 < 𝑁 ∧ 𝐴 = swap𝑖,𝑗
𝑘 (𝐴0) ∧ 

𝑏 = 𝑏0𝑏0[𝑗],𝑏0[𝑖]
𝑖,𝑗 } 

do k ≠  N → 

    𝐴[𝑖, 𝑘], 𝐴[𝑗, 𝑘] ≔ 𝐴[𝑗, 𝑘], 𝐴[𝑖, 𝑘]; 

     k :=k+1 

od 

{Qdef3: 0 ≤ 𝑖 < 𝑗 < 𝑁 ∧ 𝐴 = swap𝑖,𝑗
𝑁 (𝐴0)  ∧ 

𝑏 = 𝑏0𝑏0[𝑗],𝑏0[𝑖]
𝑖,𝑗 } 

Tripleta 4: Aplicación de reemplazo de constante por 
variable a Qdef′4 

{𝐼𝑛𝑣4: 𝑇𝑁−𝑖 ∧ 0 ≤ 𝑖 < 𝑗 < 𝑁 ∧ 𝐴 = lcomi,j
k (A0) 

∧ 𝑏 = 𝑏0𝐸𝑥𝑝[𝑏,𝐴≔𝑏0,𝐴0]
𝑗 ∧ 𝑎 = −𝐴0[𝑗, 𝑖] ∧ 𝐴[𝑖, 𝑖] ≠ 0} 

do k ≠  N → 

     A, b, a : [Pdef6, Qdef6];   
     k  : =  k+1 

od 

{Qdef4
′: 0 ≤ 𝑖 < 𝑗 < 𝑁 ∧ 𝐴 = lcom𝑖,𝑗

𝑁 (𝐴0) ∧ 

𝑏 = 𝑏0𝐸𝑥𝑝[𝑏,𝐴≔𝑏0,𝐴0]
𝑗 ∧ 𝑎 = −𝐴0[𝑗, 𝑖] ∧ 𝐴[𝑖, 𝑖] ≠ 0} 
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Donde los predicados Pdef6 y Qdef6 están definidos 
como: 

Pdef6 ∶ 𝑇𝐼𝑁−𝑖 ∧ 0 ≤ 𝑖 < 𝑗 < 𝑁 ∧ 𝐴 = lcom𝑖,𝑗
𝑘 (𝐴0) ∧   

𝑏 = 𝑏0𝐸𝑥𝑝[𝑏,𝐴≔𝑏0,𝐴0]
𝑗 ∧         

𝑎 = −𝐴0[𝑗, 𝑖] ∧ 𝐴[𝑖, 𝑖] ≠ 0 

    Qdef6 ∶ 0 ≤ 𝑖 < 𝑗 < 𝑁 ∧ 𝐴 = lcom𝑖,𝑗
𝑘+1(𝐴0) ∧  

𝑏 = 𝑏0𝐸𝑥𝑝[𝑏,𝐴≔𝑏0,𝐴0]
𝑗 ∧          

𝑎 = −𝐴0[𝑗, 𝑖] ∧ 𝐴[𝑖, 𝑖] ≠ 0 

y, además 

𝑇𝑁−𝑖 ≡ 𝑁 − (𝑁 − 𝑖) ≤ 𝑘 ≤ 𝑁 ≡ 𝑖 ≤ 𝑘 ≤ 𝑁 

𝑇𝐼𝑁−𝑖 ≡ 𝑁 − (𝑁 − 𝑖) ≤ 𝑘 < 𝑁 ≡ 𝑖 ≤ 𝑘 < 𝑁  

De esta forma, como 𝑖 ≤ 𝑘, 𝑏 = 𝑏0𝐸𝑥𝑝[𝑏,𝐴≔𝑏0,𝐴0]
𝑗

 y 𝑎 =

−𝐴0[𝑗, 𝑖], se puede inicializar el ciclo en 𝑘, 𝑏[𝑗], 𝑎 ≔
𝑖, 𝐸𝑥𝑝, −𝐴[𝑗, 𝑖], y entonces se calcula la precondición 
más débil de este algoritmo haciendo 

 

wp(𝑘, 𝑏[𝑗], 𝑎 ≔ 𝑖, 𝐸𝑥𝑝, −𝐴[𝑗, 𝑖], 𝐼𝑛𝑣4) 

    ≡ 

𝐴[𝑖, 𝑖] ≠ 0 ∧ 0 ≤ 𝑖, 𝑗 < 𝑁 ∧ 

𝐼𝑛𝑣4 [𝑘, 𝑏, 𝑎 ≔ 𝑖, 𝑏𝐸𝑥𝑝
𝑗

, −𝐴[𝑗, 𝑖]] 

    ≡ 

𝑖 ≤ 𝑖 ≤ 𝑁 ∧ 0 ≤ 𝑖 < 𝑗 < 𝑁 ∧  A = lcom𝑖,𝑗
𝑖 (𝐴0) 

∧ −𝐴[𝑗, 𝑖] = −𝐴0[𝑗, 𝑖] ∧ 𝐴[𝑖, 𝑖] ≠ 0 ∧ 

𝑏𝐸𝑥𝑝
𝑗

= 𝑏0𝐸𝑥𝑝[𝑏,𝐴≔𝑏0,𝐴0]
𝑗

 

    ≡            ⟨item 4 del Lema 4⟩ 

0 ≤ 𝑖 < 𝑗 < 𝑁 ∧ 𝐴 = 𝐴0 ∧ −𝐴[𝑗, 𝑖] = −𝐴0[𝑗, 𝑖]
𝑡𝑟𝑢𝑒

 

∧ 𝐴[𝑖, 𝑖] ≠ 0 ∧ 𝑏𝐸𝑥𝑝
𝑗

= 𝑏0𝐸𝑥𝑝[𝑏≔𝑏0]
𝑗

 

     ≡             ⟨item 2 del Lema 5⟩ 

0 ≤ 𝑖 < 𝑗 < 𝑁 ∧ 𝐴 = 𝐴0 ∧ 𝐴[𝑖, 𝑖] ≠ 0 ∧ 𝑏 = 𝑏0 

     ≡ 

Pdef4 

Con lo que la precondición más débil de este trozo de 
código es Pdef4 como se necesita. 

Según el Teorema 3, la instrucción A, b, a ∶ [Pdef6 , Qdef6] 
es idéntica a A, b, a ∶ [Pdef6, i ≤ k < N ∧ Qdef6], la cual se 

puede refinar con la instrucción 𝐴[𝑗, 𝑘] ≔ 𝑎 ∗ (𝐴[𝑖, 𝑘]/
𝐴[𝑖, 𝑖]) + 𝐴[𝑗, 𝑘], ya que: 

wp (𝐴[𝑗, 𝑘] ≔ 𝑎 ∗ (
𝐴[𝑖, 𝑘]

𝐴[𝑖, 𝑖]
) + 𝐴[𝑗, 𝑘] ,

𝑖 ≤ 𝑘 < 𝑁
∧

Qdef6

) 

    ≡ 

𝐴[𝑖, 𝑖] ≠ 0 ∧ 0 ≤ 𝑖, 𝑗, 𝑘 < 𝑁 ∧ 𝑖 ≤ 𝑘 < 𝑁 ∧ 

Qdef6 [𝐴 ≔ 𝐴 𝑎
𝐴[𝑖,𝑖]

𝐴[𝑖,𝑘]+𝐴[𝑗,𝑘]

[𝑗,𝑘]
] 

    ≡ 

𝑖 ≤ 𝑘 < 𝑁 ∧ 0 ≤ 𝑖 < 𝑗 < 𝑁 ∧ 

𝐴 𝑎
𝐴[𝑖,𝑖]

𝐴[𝑖,𝑘]+𝐴[𝑗,𝑘]

[𝑗,𝑘]
= lcom𝑖,𝑗

𝑘+1(𝐴0) ∧ 𝑎 = −𝐴0[𝑗, 𝑖] ∧ 

𝐴[𝑖, 𝑖] ≠ 0 ∧ 𝑏 = 𝑏0𝐸𝑥𝑝[𝑏,𝐴≔𝑏0,𝐴0]
𝑗

 

    ≡            ⟨item 4 del Lema 5⟩ 

𝑖 ≤ 𝑘 < 𝑁 ∧ 0 ≤ 𝑖 < 𝑗 < 𝑁 ∧ 

𝐴 = lcom𝑖,𝑗
𝑘 (𝐴0) ∧ 𝑎 = −𝐴0[𝑗, 𝑖] ∧ 

𝐴[𝑖, 𝑖] ≠ 0 ∧ 𝑏 = 𝑏0𝐸𝑥𝑝[𝑏,𝐴≔𝑏0,𝐴0]
𝑗

 

    ≡ 

Pdef6 

Con todo esto se concluye que el Algoritmo 5 refina la 
instrucción A, b, k, a: [Pdef4, Qdef4]. 

Como en los Algoritmos 4 y 5 unas instrucciones con-
cretas S y S’ satisfacen {Pdef3} S {Qdef3} y 

{Pdef4} S′ {Qdef4} se satisface la hipótesis (∀𝑥 | 𝑥 ∈ 𝑇 ∶

(∀𝑍 | 𝑍 ∈ 𝑇′′ ∧ 𝐷𝑜𝑚𝑥,𝑍 ≠ ∅ ∶ 𝑅𝑔𝑥,𝑍 ≠ ∅)) del Teorema 4 

para Pdef3 , Qdef3 y Pdef4 , Qdef4, se tiene, por la 

Algoritmo 5: Refinamiento de A, b, k, a ∶ [Pdef4, Qdef4] 

{Pdef4 ∶ 0 ≤ 𝑖 < 𝑗 < 𝑁 ∧ 𝐴 = 𝐴0 ∧ 𝑏 = 𝑏0 ∧ 𝐴[𝑖, 𝑖] ≠ 0} 

k,b[j], a:=i, -A[j,i]*(b[i]/A[i,i])+b[j],-A[j,i]; 

{𝐼𝑛𝑣4: 𝑖 ≤ 𝑘 ≤ 𝑁 ∧ 0 ≤ 𝑖 < 𝑗 < 𝑁 ∧ 

 𝑏 = 𝑏0𝐸𝑥𝑝[𝑏,𝐴≔𝑏0,𝐴0]
𝑗 ∧ 𝐴 = lcom𝑖,𝑗

𝑘 (𝐴0) 

∧ 𝑎 = −𝐴[𝑗, 𝑖] ∧ 𝐴[𝑖, 𝑖] ≠ 0} 

do k ≠  N → 

    A[j,k]:=a*(A[i,k]/A[i,i])+A[j,k]; 

     k :=k+1 

od 

 {Qdef4: 0 ≤ 𝑖 < 𝑗 < 𝑁 ∧ 𝐴 = lcom𝑖,𝑗
𝑁 (𝐴0) 

∧ 𝑏 = 𝑏0𝐸𝑥𝑝[𝑏,𝐴≔𝑏0,𝐴0]
𝑗 } 
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construcción anidada, que también se satisface la hipó-
tesis para  Pdef2, Qdef2 y Pdef1, Qdef1. 

El algoritmo final es el mostrado en el Algoritmo 6. 

 

VII. CONCLUSIONES 

Se verificó que el Teorema 5 permite desarrollar progra-
mas correctos de forma ordenada y rápida. En particu-
lar, para el Algoritmo de eliminación gaussiana, se evi-
dencia como aparecen instrucciones de especificación 
con variables de especificación en Pdef, que están rela-
cionadas con las variables del programa por medio de 
≈, y no por =, que era lo reglamentario según [7]. Esto 
muestra las limitaciones de la definición de instrucción 
de especificación de [7], y la necesidad de una genera-
lización, que permita usar las variables de especifica-
ción en Pdef y Qdef de manera arbitraria. Los teoremas 
de la Sección III son un pequeño aporte en vías de dicha 
generalización.   
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Algoritmo 6: Algoritmo Final de Eliminación Gaussiana 

|[ Const N : Integer; 

Var i, j, k: Integer; 

Var a: Real; 

Var A: Matrix N× N of Real; 

Var b: Array of length N of Real; 

{𝑃𝑟𝑒: 0 ≤ 𝑁 ∧ 𝐴 = 𝐴0 ∧ 𝑏 = 𝑏0}  
i=0; 

do i ≠  N → 
       j  : =  i+1; 

     do j ≠  N → 
          if  A[i,i] = 0 ∧ A[j,i] ≠ 0 → 

              k, b[i], b[j] : = i, b[j], b[i]; 
              do k ≠  N →  
                   A[i,k], A[j,k] := A[j,k], A[i,k];   
                   k  ≔  k+1 

              od 

         [ ] A[i,i] ≠ 0 ∧ A[j,i] ≠ 0 → 

                k, b[j], a : = i, −A[j,i]*(b[i]/A[i,i])+b[j],  
                                                            −A[j,i]; 

              do k ≠  N → 

                   A[j,k] : = a*(A[i,k]/A[i,i])+A[j,k]; 
                   k  ≔  k+1 

              od 

          [ ] A[j,i] = 0 → 
                SKIP 

           fi;  

          j  ≔  j+1 
     od; 

       i ≔  i+1 

od 

{Post: 𝑇𝑆𝑁,𝑁(𝐴) ∧ 𝐴, 𝑏 ≈ 𝐴0, 𝑏0} 

]| 


