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Resumen: Dijkstra definié el transformador de predicados wp (weakest precondition), y en dicha definicién
establece para la instruccién de iteracién Do un predicado Hy (Post) que describe los estados iniciales que
hacen que el ciclo itere a lo sumo k veces, satisfaciendo la postcondicién Post. En trabajos recientes se han
determinado técnicas para calcular explicitamente Hy (Post), lo cual representa una alternativa a la regla de
Hoare del invariante. En este trabajo se demuestra que la técnica de derivacién de algoritmos de Dijkstra
denominada “reemplazo de constante por variable”, genera invariantes que son equivalentes a H (Post) para
algin k, cuando Post satisface ciertas condiciones.

Palabras Clave: Correccién formal de programas, derivacién de algoritmos, invariantes.

Abstract: Dijkstra defined the predicate transformer called wp (weakest precondition), and in that definition
it establishes for the iteration statement Do, the predicate Hy (Post), that describes the initial states that cause
the loop to iterate at most k times, with a final state which satisfy the post-condition Post. In recent works,
techniques have been determined to calculate explicitly Hy (Post), which represents an alternative to the Hoare
rule of the invariant. In this work it is demonstrated that the invariants derivation technique, that Dijkstra
called “replacement of constant by variable”, generates invariants that are equivalent to Hy (Post) for some k,
when Post satisfies certain conditions.

Keywords: Formal Program Verification, Derivation of Algorithms, Invariants.

precondiciones mas débiles, relativamente simples, que
facilitan la actividad de correccion de un programa.

l. INTRODUCCION
Al analizar algoritmos que contienen una instruccion de

iteracion, es comun la aparicion de invariantes. En [1]
se presenta la técnica de reemplazo de constante por
variable para calcular dicha invariante. En este trabajo
se realiza un nuevo analisis de esta técnica relacionado
con los predicados H, (Post) de [2].

Para unificar la presentacion de los algoritmos en este
trabajo, todos los algoritmos seran escritos en pseudo-
lenguaje GCL (Guarded Command Language) [2], que
es un pseudolenguaje definido por Dijkstra, donde se
pueden escribir algoritmos no deterministicos. GCL ad-
mite una Légica de Hoare [3] y formulas para

Si Pre y Post son predicados para ser usados como pre-
condicién y postcondicion de una instruccién S, enton-
ces la Logica de Hoare [3] se basa en la nocién de tri-
pletas {Pre} S {Post}, que se entienden como un predi-
cado que es verdadero si y s0lo si la instruccion manda
los estados del programa que satisfacen Pre a estados
gue satisfacen Post. Para hacer derivaciones légicas so-
bre estas tripletas, se definen para el lenguaje GCL, las
siguientes reglas de inferencia, en donde By, ..., B,, son
expresiones booleanas del lenguaje GCL y DG es una
abreviacion de domain(B,,...,B,) (predicado que
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describe los estados en los cuales las expresiones estan
bien definidas [4]):

{A}SKIP{4}
(domain(Bxp) A B[y = Fxp])7 = Exp(B}

{A}So{B} {B}5:{C}
{A}So; $1{C}

A= DG {A A By} {ANB,}
A(ByV-VB,) So Sn
{B}.. {B}

{A}lf BO_>SO[ ][ ]Bn_)Snfl{B}

A=A {A'} Sy {B?} B'=>B
{A} So {B}
Inv = domain(B,) {Inv A By} S, {Inv}

{Inv} do By = Sy od {Inv A =By}

El predicado Inv de la ultima regla de inferencia se co-
noce como invariante, y éste se usa para verificar la co-
rrectitud de una Tripleta de Hoare que involucre un ciclo.

En este trabajo si se abrevian a S; con 0 <i <n como
instrucciones, entonces se denota a IF como la instruc-
cién de seleccion

if By-—
So

[ 1B~
Sy

[ 1B,-
Sn

fi

Y la abreviacién DO como la instruccion de iteracién con
multiples guardias

do B,
| s
[ 1B~
| s,

[ 1B~

Sn
od

Se denotard como Do a la instruccién de iteraciéon con
una sola guardia do B, — S, od.

Dijkstra adicionalmente en [2] definié el transformador
de predicados wp para el lenguaje GCL, que es una fun-
cion que recibe una instruccion y una postcodicion sin-
tacticamente hablando y devuelve la precondicion mas
débil de la instruccion y la postcondicion. Si BB es una
abreviacién del predicado B, Vv ...V B,,, entonces las re-
glas que definen wp son las siguientes:

wp(SKIP, Post) = Post

o wp(¥i,, . i, = Expy, ..., Expy, Post) :
domain(Expy, ..., Expg) A
Post[y;,, ..., ¥i, :=Expq, ..., Expy]

o wp(Sy; Sy, Post) = Wp(So,wp(Sl,Post))
o  wp(IF,Post) :== domain(B,, ..., B,) A

(Bo V -V By) A (By = wp(Sp,Post)) A -
A (Bn > wp(Sn,Post))

o  wp(DOPost) = (Elk|k > O:Hk(Post)) en donde
H,(Post) es un predicado que satisface las
ecuaciones

Hy(Post) = domain(BB) A =(BB) A Post
H, (Post) = Hy(Post) V wp(IF, Hy,_; (Post))
Para k > 1.

El predicado H, (Post) en la definicion de wp(DO, Post)
anterior, describe el conjunto de estados que hacen que
el ciclo DO itere a lo sumo k veces satisfaciendo la post-
condicién Post al final de la ejecucion.

Trabajar con H, (Post) como precondicion de un ciclo,
tiene la ventaja de que la expresiéon k determina el ni-
mero maximo de iteraciones que el ciclo puede realizar,
por lo tanto, se puede estimar la complejidad en tiempo
de ejecucion. Por otro lado intentar usar H, (Post) en lu-
gar de cualquier otro invariante puede ser conveniente
ya que en los trabajos [5] [6], se ha venido planteando,
gue en algunos casos es muy facil calcular H;, (Post) for-
malmente, sin necesidad de conjeturar un invariante y
usar las reglas de Hoare para validar.

Por otro lado, Dijkstra [1], establecié varias técnicas
para derivar algoritmos, con el objetivo de que la correc-
cion del algoritmo con respecto a cierta especificacion,
se realizara durante el proceso de construccion del al-
goritmo y no al final. Una de estas técnicas se llama “re-
emplazo de constante por variable” y sirve para construir
instrucciones de iteracion Do con un invariante
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adecuado como precondicion, para que satisfaga deter-
minada postcondicion.

Por ejemplo, en un programa donde estan declaradas 4,
N, como constantes enteras y r, i, como variables ente-
ras, si se toman como postcondicion r = AY, entonces
esta técnica consiste en construir un invariante reempla-
zando una de las constantes de la postcondicion por una
de las variables del programa. Si se tiene el caso en el
cual se reemplaza la constante N por i, entonces el in-
variante conjeturado seria r = A’, el cual, si se usa para
un ciclo de tipo for, con contador i, debe venir en con-
juncién con el predicado 0 < i < N, para asegurar su
terminacién, concluyendo que el ciclo es de la forma:

{fInv: 0<Si<NAT=AY
do i#N -
So;
i=1i+1
d
{Post : r = AN}

Para alguna instruccién S, que se determina posterior-
mente durante el proceso de derivacion del algoritmo.

A. Contribucién

En el presente trabajo se da una demostracion, de que
los invariantes obtenidos por la técnica de “reemplazo
de constante por variable”, son H, (Post) para algun k >
0, cuando la postcondicion cumple ciertas condiciones
con respecto a sus variables de especificacion. Adicio-
nalmente, apoyandose del uso de instrucciones de es-
pecificacién de Morgan [7], se muestra un esquema ge-
neral de como plantear un ciclo de tipo for y un inva-
riante H, (Post) con esta técnica.

Se revisita la instruccion de especificaciéon, cuando el
uso de las variables de especificacion no tiene restric-
ciones y se propone un teorema sobre el comporta-
miento de wp([Pdef, Qdef], Post), cuando Post es equi-
valente a Qdef.

Adicionalmente, para mostrar la utilidad de esta técnica
con la forma general planteada, se muestra un ejemplo
de aplicacion para derivar el Algoritmo de eliminacion
gaussiana, para la triangulacion superior de una matriz
de numeros reales.

B. Trabajos Relacionados

Originalmente Dijkstra en [2] defini6 el transformador de
predicados wp con las reglas recursivas anteriores,
salvo que no uso el predicado domain. Posteriormente
en [4], buscando que las aserciones de GCL sean total-
mente evaluables, es decir que no existan estados

donde el valor de verdad de las aserciones sea indefi-
nido, se definié por primera vez el predicado domain,
pero sélo en la definicién de wp de la asignacion. Luego
en trabajos recientes como [8] [9], se usa domain tam-
bién en la regla de definicion de wp para el IF, y en [10]
se hace una demostracion basada en semantica deno-
tacional, la cual justifica que para que las aserciones de
GCL sean totalmente evaluables, se debe usar domain
también en la regla del wp del DO al definir H,(Post). De
modo que la definicion de wp que se usa y se presento
en este trabajo es la de [10].

La técnica de reemplazo de constante por variable fue
planteada originalmente por Dijkstra en [1]. Posterior-
mente, en la misma linea de usar procesos de disefio de
algoritmos que aseguren correctitud por construccion,
Morgan [7] define el concepto de refinamiento, instruc-
cion de especificacién y como calcular wp de esta ins-
truccion bajo ciertas condiciones sintacticas sobre las
variables de especificacion de las aserciones. Posterior-
mente en [11], se revisita la definicion de la instruccién
de especificacién desde un punto de vista denotacional,
interpretandola como una relacion de estados del pro-
gramay con eso se establecidé una férmula general para
calcular wp de estas instrucciones.

En [12] se muestra una técnica seméntica llamada rela-
ciones invariantes, para calcular invariantes en el len-
guaje de la teoria de relaciones y wp de un ciclo. Analo-
gamente, pero con técnicas sintacticas, en [5] y poste-
riormente en [6], se muestran teoremas que sirven para
calcular H, (Post) explicitamente y por lo tanto para cal-
cular wp de Do con postcondicién Post. Estos teoremas
de [6], como se muestra en el presente trabajo, traen
como corolario el hecho de que el invariante obtenido
por la técnica de reemplazo de constante por variable es
un H,(Post) para algun k. Esta prueba se hace en ge-
neral para cualquier postcondicion que cumplan ciertas
condiciones sobre sus variables de especificacion, sin
embargo, ya existe un precedente en [6], que mostré
este hecho para un ejemplo en que se construye un al-
goritmo de ordenamiento con una postcondicion sin va-
riables de especificacion.

Il. PRELIMINARES

En esta seccion se enuncian las definiciones y teoremas
mas recientes, segun la bibliografia de este trabajo, re-
lacionados al célculo de H, (Post) de un ciclo.

Notacion. Para abreviar wp(S,true) se usara la notacion
support(S), donde S es una instruccion.

Asi tenemos que support(S) define el conjunto de esta-
dos iniciales mas grande en el cual la instrucciéon S no
aborta. En el siguiente lema se muestra un caso, en
donde es util usar support para calcular wp.
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Lema 1. Sea P un predicado y S una instruccién que no
modifica los valores de las variables de P, entonces

wp(S, P) = support(S) A P.

Definicién 1. Sea K una expresion y Do una instruccion
de la forma

do B -
S

od

{Post}

Sean ademas k', ¢, €' variables no declaradas en el pro-
grama (es decir no ocurren en Do) y no ocurren en Post,
donde S es una instruccion (deterministica o no determi-
nistica). Se definen:

1. El predicado domBG como un predicado que satis-
face:

e En domBG ocurren sélo €' y las variables del
programa

e domBG[e' := 0] = domain(B)

o domBG = wp(S,domBG[e' =€ —1]) supo-
niendo que 0<e¢€'<KAdomain(B) ABA
support(S).

2. Elpredicado NBG como un predicado que satisface:

e En NBG ocurren sélo € y las variables del pro-
grama

e NBG[e:=0]=-B

e NBG =wp(S,NBG[e:=e—1]) suponiendo
que 0 < € < K Adomain(B) A B A support(S).

3. El predicado T, como:
(Fel0 < e < k': (V€e'|0 < €' < e:domBG) A NBG).
4. Elpredicado TI,» como: T/ AB.

En el siguiente teorema se establecen las condiciones
suficientes para determinar si un predicado es un
H,,(Post), ademas establece una relacion entre
Hy 1 (Post) y H(Post).

Teorema 1. Sean K una expresiéon, Do una instruccion
como en la Definicién 1y k', ¢,€¢’ variables como en la
Definicion 1.

Entonces, si S actla de forma deterministica sobre las

variables de domBG y NBG, se satisfacen las siguientes
condiciones:

1. Si existe un predicado inv tal que:

a) domain(B) A =B A Post = domain(B) A =B A
inv

b) (Vk'|1<k'<K:TIly = (wp(Sinv) = inv))
Entonces
H,(Post) = T)/ A inv
paratodo k' tal que 0 <k' <K.

2. Adicionalmente a las hipétesis de 1, si la recurrencia
que define a domBG y NBG estan definidas hasta
€, =K+ 1, entonces

B Awp(S,inv) A (Ve'|0 < €' < K+ 1:domBG)
ANBGle =K + 1] > T 1)

Siy sélo si
Hy,1(Post) = Hi (Post).
La demostracién de este teorema se encuentra en [6].

El predicado en 1.a) del teorema anterior se le llamaréa
Obligacién de Prueba de Terminacién y al predicado en
1.b), Obligacion de Prueba de Iteracion.

El siguiente corolario muestra como calcular

wp(Do,Post) y H, (Post) para un caso particular.

Corolario 1. Sea un ciclo Do como en la Definicién 1
con guardia i # N AC (A con corto circuito) y cuerpo
So;i =1+ 1 donde S, es una instrucciéon que no modi-
fica i ni N.Entonces:

1. Si C = true, entonces

Ty =N—-k'<i<NyTls=N-k'<i<N.

2. Sidomain(C)=a<i<N6sidomain(C)=a<i<
N con a constante, entonces

Tyq=a<i<NyTly_,=a<i<NAC
y wp(Do,Post) = Hy_,(Post).

I11. INSTRUCCION DE ESPECIFICACION

Las especificaciones al estilo Tripletas de Hoare, pue-
den ser usadas para hacer abstraccion de codigo.

Definicidn 2. Si la lista de identificadores declarados en
un algoritmo es x, y, entonces la nomenclatura y :
[Pdef(%,7,Z), Qdef(X,y,Z)| se considera como una abs-
traccion de codigo, que corresponde a la instruccion
mas general que satisface una especificacion que con-
siste en; un par de predicados Pdefy Qdef, llamados pre-
condicién y postcondicién, un conjunto de variables de
especificacion Z (no declaradas en el programa), un
conjunto de identificadores y, considerados variables en
el trozo de cédigo que se esta abstrayendo, y el resto de
los identificadores x, se consideran constantes dentro
del trozo de programa abstraido. Estas abstracciones de
cadigo se denominan, instrucciones de especificacion.
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Se puede calcular wp de una instruccién de especifica-
cién usando los siguientes teoremas.

Teorema 2. Sea un algoritmo donde x,y es la lista de
identificadores declarados. Si Pdef(x,¥,Z), Qdef(x,y, Z),
Post(x,y,X) son predicados, T’ es la lista de tipos de las
variables y y T" es la lista de tipos de las variables Z y
X, entonces una precondicién mas débil para la instruc-
cion de especificacion y : [Pdef(x,y,Z),Qdef(x,7,Z)] y
Post(?, Y, Y) es

(37"Z|y" €T AZ €T7 : Pdef(%,5,Z) A Qef(%, ', Z))
A (V37| Y eT
: (3Z|Z € T7 : Pdef(%,7,Z) A Qef(%,7',Z))
= Post(%,y7, X))

Corolario 2. Sean las listas %,7,Z y predicados
Pdef(x,y,Z), Qdef(X,y,Z) como en la Definicion 2, tales
gue para todo x,y en el que se satisface Pdef(x,y,y)
existe y’ tal que Qdef(x,y’,y). Si las variables libres Z
son variables de especificacion tales que existe un pre-
dicado Pdef’(¥,) en el que no ocurre Z, y Pdef(%,y,Z)

es de la forma Pdef'(x,¥) Ay = Z, entonces una precon-
diciébn més débil para la instruccién de especificacion

y : [Pdef(x,¥,Z), Qdef(x,¥,Z)] y Post(%, ¥, X)
Es:
Pdef(x,7,7) A (vy' |y’ € T : Qdef(%,y",7)
= Post(i 37, Y))
Las demostraciones del teorema y corolarios anteriores
se encuentran en [11].
Teorema 3. Sean Pdef(%,7,Y) y Qdef(X,y,X) predica-
dos tal que Pdef(x,y,Y) = P donde P es un predicado
en donde no ocurren las variables y, Y. Entonces la ins-
truccion de especificacion y:
[Pdef(x,7,Y), Qdef(%,y,Y)] (*) es la misma que la ins-
truccion y : [Pdef(x,y,Y), P A Qdef(X,y,Y)] (**).
Demostracién: La demostracion se hace verificando que
las dos instrucciones de especificacion (*) y (**), verifi-

can que wp ((*), Post(X,y, i)) = wp ((**), Post(X,y, i)),
para cualquier postcondicion arbitraria Post(X,y,X). m

Teorema 4. Sean los predicados Pdef(x,y,Z) y
Qdef(x,7,Z). Si se denota

DomE‘W = {y € F | PdEf(i, y, W)}

Rgziw ={y € T"| Qdef(x,y, W)}
se tiene que
(VX |X€T: (lefeF/\DomigiQ):Rg;zi@)/\
(VZ_0|Z_OEW/\D0m§’Z—O= OARgzz =0: (VZ,|Z, €
W/\Domzz—1 #0:Rgz7 ¢ Rgf,z_o)) A

VZy,Zy | Zy, Z, € F/\Domz% #QANDomgzz # 0 :

Domgz N Domz7- =0
A \
Rgz7, ¢ R9z7; NROz 7, & R9z7;

(Domf‘% = Domzz—1 A Rgzz_o = Rg;_z—l)

):(*)

Siy sélo si
wp (¥: [Pdef, Qdef], Qdef(%,7,X) ) = Pdef(%,7,X).

Observacion 1. Si existe instruccion S que satisface la
tripleta {Pdef} S {Qdef} , entonces es cierto en (*), la hi-

poétesis (Vflfefz (V?leFADong F0Q:
Rgzz # (D)) Si en Pdef y Qdef, las variables Z ocurren

solamente en un predicado y’ ~ f(Z), con ~ relacion de
equivalencia, y’ sublista de y y f funcién que admite in-
versa, entonces se cumplen el resto de las hipotesis en
*).
V. TECNICA DE REEMPLAZO DE CONSTANTE
POR VARIABLE

El Corolario 1 sugiere una justificacion de la técnica cla-
sica de derivacion de invariantes, denominada reem-
plazo de constantes por variable. Esta técnica consiste
en sustituir una constante N de la postcondicién por una
variable fresca i y usar este nuevo predicado como in-
variante de un ciclo Do con guardia i # N e incremento
de i de uno en uno.

Este hecho se generaliza en el siguiente teorema el cudl
es el pilar fundamental del trabajo.

Teorema 5. Sea un predicado Post que depende de una
constante declarada N y K es una expresién que de-
pende de las variables del programa, si P es el predi-
cado Post en el que se reemplazan algunas de las ocu-
rrencias de N por i. Si los predicados TIx AP,P[i =i+
1], y la lista de variables y cumplen con las hipétesis del
Teorema 4, entonces la siguiente Tripleta de Hoare es
verdadera e Inv es equivalente a Hy (Post):
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{Inv:Tx A P}

doi#N=-
y:[TIx AP,Pli=i+1]];
i=i+1

od

{Post}

Donde en la lista y no se encuentran ni i ni N y los pre-
dicados Ty y TI, se calculan segun el Corolario 1 como
N—-K<i<NyN-K <i< N respectivamente.

Demostraciéon: En este trabajo, si un predicado es re-
dundante, se indicara tachando el mismo con una linea
transversal.

La demostracion consiste en tomar inv como P, y mos-
trar que se cumplen las obligaciones de prueba de ter-
minacion e iteracién del Teorema 1. Se empieza por la
obligacioén de prueba de terminacion, para esto se con-
sidera que z es una variable fresca y que Post' es el pre-
dicado Post en el que se reemplazan por z las mismas
ocurrencias de N en Post que fueron reemplazadas por
i en P, es decir que Post’[z := N] es Post y Post [z == i]
esP.

domain(B) A =B A Post

i=NAPost'[z:=N]
= (reemplazo de iguales con i = N)

i =NAPost'[z =i]

true Ni=NAP

domain(B) A=BAP

Para demostrar la obligacion de prueba de iteracién se
supone como hipoétesis T1,» con 1 < k' < Ny se hace lo

siguiente:
Tl
Wp<?= A, P[L':=L'+1];i=i+1,P>
P
Tl
wply:| A , Pli=i+1][,wpi=i+1,P)
P

Tl
Wp(?: A , Pli=i+1] ,P[i=i+1])
P
= (Teorema 4)
Tl AP
= (hipétesisTI,» A 1 < k' < K = Tly)
P

Como en la lista y no se encuentran i y N, entonces la
instruccion y : [Tl A P, P[i == i + 1]] no modifica ni a i
ni a N y por lo tanto se cumplen las hipotesis del Coro-
lario 1y los predicados Ty Y TIy SonN —K <i< Ny
N — K < i < N respectivamente. ]

V. PRELIMINARES DEL ALGEBRA LINEAL

Las siguientes definiciones y teoremas seran utilizados
en el siguiente capitulo, para simplificar la nomenclatura
de las especificaciones y las pruebas de correccion de
los algoritmos.

Definicion 3. Dado un entero positivo N y un matriz A
de tamafio N X N, para cada 0 <i,j < N se escribird
como TS; ;(A) el predicado

(vi',j'|0 <j' <iAj <i' < #filas(A) : A[i',j'] = 0)
(Y li <) <) AL, i =0)

Esta situacién se muestra en la Figura 1, en la cual, la
matriz esta representada por el cuadrado, x en una po-
sicién de la columna i, significa que esa posicién con-
tiene, posiblemente, un valor distinto de cero.

DD : N -1
10Ny
i D B
jre----- X

G MU

Figura 1. Matriz de tamafio N x N que satisface TS; ;(4). Fuente:
Elaboracion propia

Lema 2. Dado un entero positivo N y un matriz A de ta-
mafio N X N, si i es un entero tal que 0 <i,j < N, en-
tonces se cumple

1. TSy0(4) = true.
2. TSin(A) = TSit1,41(4).
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3. TSii41(A) =TS5,(A).
4. S i<
Aj,i] = 0.

entonces TS ;41 (A) = TS;;(A) A

Demostracién: Como 0 < i,j < N, entonces los predica-
dos TS de todos los items del lema estan bien definidos.
Ahora se demuestra cada item.

1. Como0<; <0y0<j <0 son falsos, enton-
ces los rangos de los cuantificadores V en
TSy,0(A4) son falsos y por lo tanto todo el predi-
cado TSy, (A4) es verdadero.

2. El segundo v en TS; n(4) es
(vj'|i < j' < #filas(A): A[j',i] = 0) y en conjun-
cion con el V primero, TS; y(4) seria equivalente
a Wi'j'10<j <i+1Aj <i’' < #filas(A) :
Ali',j'] = 0) que es equivalente a T'S; ;1 ;41 (4).

3. Como no existe j' tal que i <j' <i+ 1y tam-
poco tal que i < j' < i, entonces los predicados
(vVj'li<j <i+1:A[,i] =0)

vj'li<j <i:A[j',i] =0)

son ambos equivalentes a true y por lo tanto
TS;:+1(A) y TS;;(4) son equivalentes.

4, Como 0 <i<j<N se concluye que existe j'
tal que i <j' <j+ 1, por lo tanto

wj'li<j <j+1:A[',i]=0)
v'li<ij < j:A[j’,i] =0) /\A[j,i] =0
demostrando asi el enunciado. ]

Con el fin de usar notacién compacta en los invariantes,
en las dos siguientes definiciones se introduce una no-
menclatura para indicar intercambios y combinaciones
lineales de las filas de una matriz, pero sélo entre las
columnas iy k.

Definicion 4. Dados una matriz A de dimensiones N X N
y enteros tales que 0 <i,j < Ny 0 <k <N, se define
swap{fj (A) como la Unica matriz B que satisface
(VKk'|li < k' < k:B[i,k') = A[j, k"I AA[i, k'] = B[j,k'])
A
(Vi K'|0 < k'i' < # filas(A)ANT" =i NT # ¢
B[i', k'] = A[i', k']
A
(VK'|0<Kk'<ivk <k'<#filas(A):B[i, k'] = A[i, k']
ABlj, k'] = A[j, k')

dim (B) = dim (4)

Un ejemplo de matriz swap se muestra en la Figura 2,
se han intercambiado los valores en x de la matriz A por
sus valores en *, dejando los demas sin modificar.

0 i EN -1
0 L
D ' X X!
jre---- o a-:
N —1

Figura 2: Matriz swap{fj (A). Fuente: Elaboracion propia

Lema 3. Dado un entero positivo N y una matriz A de
tamafio N x N, si 0 <4i,j,i",j’< Ny 0<k<N, enton-
ces se cumple:

1. Sii< k entonces swapf;(A)[j,i] = A[i,i].
Sii <j' <j entonces swapf;(A)[j’,i] = A[j', l.
Si j' < i entonces swapf;(A)[i",j'] = A[i",j'].

swapj ;(4) = A.

o os woN

Sii<jAi<kentonces
TSyj01 (swapl;(4)) = TS,,(A) A ALL, 1] = 0.

Demostracion: Como 0 < i,j,i’,j' < Ny0<k <N, en-
tonces los predicados TS y funcionales swap de todos
los items del lema estan bien definidos.

Las demostraciones de los items 1 a 4 son triviales.
5.

TS; 1 (swap{-fj (A))
(item 4 del Lema 2)
TS;; (swapi-fj (A)) A swap(A)[),i] =0

(item 1 de Lema 3)

TSi; (Swapi-‘, j (A)) AAfLi] =0

Wi, j 10 <j < inj <i' <# filas(A):
swapf;(A[i',j'] = 0)
AV <§ <j:swapl(A)[,i] = 0)
AA[i,i] =0

(item 2 y 3 de Lema 3)
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(Vi',j'|0<j <iAj' <i' <#filas(A) :
Ali',j'1 = 0)

AW li<j <jr AlJ,i]l=0)A A[i,i]=0

TS;;(A) AA[i,i] =0 n

Definicion 5. Dados una matriz A de dimensiones N x N
y enteros tales que 0 <i,j <Ny 0 <k <N, entonces
se define lcom¥ (A) como la Gnica matriz B que satisface

Alj,i]
ali, 1)

(Vk’|i <k' <k:Bljk] = =40 41 k] +A[i,k’]>
A

(Vi',k'|0 < k', i’ < #filas(A) A i’ # ) : B[i', k']
A

WK'0< k' <ivk<k <#filas(A) : Blj,k'] = Alj, kK'])
A

dim(B) = dim(4).

Un esquema de como luce una matriz lcom se muestra
en la Figura 3, se han sustituidos los valoresenT'y en *
por —Ex +x, dejando los deméas sin modificar, es decir,
se comenzo la operacion sumar a la fila j, la fila i multi-
plicada por —E, y se ha realizado desde la columna i
hasta la columna k — 1.

= A[i",k'])

N —1

N-—-1
Figura 3: Matriz lcom¥ 5(4). Fuente: Elaboracion propia

Lema 4. Dado un entero positivo N y una matriz A de
tamafio N X N, si 0 <1i,j,i’,j’ < N se cumple

1. lcom(;(A)[j,i] = 0.

2. Sii<j <j, entonces lcom?;(A)[j',i] = A[j', i]
3. Sij' <i, entonces lcom};(A)[i',j'] = A[{',j'].
4 lcomij A=A

5. Sii<jentonces TS; (lcomﬁ*fj(A)) =TS, ;(A).

Demostracion: Como 0 <1i,j,i',j' <N, entonces los
predicados TS y funcionales Icom de todos los items del
lema estan bien definidos.

1. Tomando k = N e instanciando la primera férmula
cuantificada universalmente de la definicién de lcom
con k' :==i se tiene que por ser ciertoi <i < N se
cumple

true
i<i<N=

lcom; (A)[j, ]_—VA,L/ + Al i]

lcom};(A)[j,i] = 0
La demostracién de los items 2, 3, 4 es trivial.
5.

TS; 1 (lcoma’j(A))

(item 4 de Lema 2)

15, (lcom () Alcom ). ] = 0

(item 1 de Lema 4 )

TS, (lcom,(A)) A0 = 0

(Vi,j'10 < j < iAj < i < #filas(A):
lcom};(A)[i’,j'] = 0) A
(vj'li<j <j: lcom;(A)[j',i] = 0)
= (item 2 y 3 de Lema 4)
(vihj'10 <j' < iAj <i' < #filas(A) :
Ali}j'] = 0)
A V)i <) <j:A[i] = 0)

TS;;(4) ]

Definicion 6. Sea A una matriz y b un arreglo de tipos

T.Si m es una lista de coordenadas y j es una lista de
indices vélidos dentro de las dimensiones de la matriz y
del arreglo respectivamente y Exp es una lista de expre-
siones de tipo T y de longitud igual a longitud de [l_]] y
j, entonces se definen: A% y bé‘Tp COmo una matriz y
un arreglo idénticos a A y b respectivamente, salvo en
las posiciones m para la matriz y las posiciones j para
el arreglo, cuyo valores son Exp.

Lema 5. Sean Ay A, matrices, b y b, arreglos. Siiy j
son indices validos dentro de las dimensiones de 4, A,,
by b,, entonces es cierto que:
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0o
Lo byjpm =

ij —
b"bom'bo[t] b = bo.

0<i<j<N y si se denota Exp como
bli]

ALL] Alj,i] + b[j], entonces

2. Si

j — )
bExP bo Exp[b:=by]

bzbo.
3. Sii<k<NyO0<i<j<Nentonces

A[i'k]’[J k]

1
alikialie = SWapg; " (Ao)

A = swapf;(4,)

4. Sise denota Exp; como _j?i[{]'i]A[i, kKl+A[jklyi<

k<NyO0<i<j<N entonces

A[] k]

Bap, = lcom{F1(4,) =

= lcom{;(A4,).

Demostracién: La demostracién de 1y 2 en el sentido «

es trivial porque como b = b,, entonces b y b, son inter-

cambiables. Para demostrar el sentido = de 1 se mues-

tra que bli] = byli]l y bljl = byljl, ¥y por ende b=
hip

Para demostrar

T 7, _
byiist = Doptieiy = Povgfipery) = bo-

= de 2, se muestra que Exp’ definida como L] A[] i],
cumple con b[j]=Exp+Exp’ 'y bo[]] (Exp +
Exp")[b = by] y que como b[i] = by[i] parai # j, enton-
ces Exp' = Exp'[b = by, por lo tanto
hip
h=pb’ =pl =pd
Exp+Exp’ ngp[j]wxp’ Ob) plil+Exp’

= by’
D0 aplimpo U1+ ExP Ibi=bo]

bOExp [b:=bo]+Exp’ [b:=bg] = bo.

Para demostrar 3 y 4 se verifica que swapL“(AO) =

[i,k],[ k] [j k] _
S‘/‘”’lpll(‘LIO)A0 [j,k]Agli k] y lcom; J(A(J)Exp1 A=Ag]

lcom"“(AO) Luego la demostracion es analogaa 1y

2. [ ]

Definicion 7. Dado un entero positivo N, dos matrices
A, A,, de dimensiones N x N y dos vectores b, b, de N
coordenadas, se dice que los sistemas de ecuaciones
AX = b y AyX = by, tienen las mismas soluciones, si y
sélo si es cierto el predicado A4,b = A,, by, que es una
abreviacion de:

N-1

(xg, o  Xy_1) ERN|| VIO i<N: ZA[i,j]x]-
j=0

= bli]

N-1

(%0, e Xy_1) ERV|| VIO S i< N: ZAO[i,j]x

j=0
= byi]

Un resultado cléasico del Algebra Lineal establece que,
si realizas operaciones elementales por filas en una ma-
triz, el sistema de ecuaciones asociado mantiene el
mismo conjunto de soluciones. Las operaciones aqui
definidas no son elementales ya que no modifican la fila
completa, sin embargo, mantienen el conjunto de solu-
ciones como se demuestra a continuacion.

Lema 6. Dado un entero positivo N, dos matrices A, Ag,
de dimensiones N x N y dos vectores b, b, de N coorde-
nadas, entonces

1. SiTS;j(A) con0<ij <N, entonces si se cumple
que

swapl);(4), b1 g = Ao bo
A,b = Ay, by.
2. SiTS;;(A) con 0<ij <N, entonces si se denota

Exp como — :[Eig] Alj,i] + b[j], se cumple que

lcom”(A) bl =~ Ay, b

Exp

A,b = Ay, by.

Demostracién: Como = es una relacion de equivalencia
entonces, para demostrar 1, basta con demostrar que

swap}';(4), b;’fj],b[i] ~ A b
Y para demostrar 2
lcomU(A) bExp ~ A, b.

1. Las soluciones del sistema estan definidas me-
diante

(Vl |0 <i'"<N: Z],_Oswap”(A)[ ' = bbD b[L][ ])
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Cuando i’ eE {i,j} se tiene que

Ali',j'ly b[]] bli] [l’]
es equivalente a

(vi'lo<i' < NAQ" € {i,j}: BVG Al 1 = bli'])

swap(y(A)[i',j'] =
b[i'], por lo tanto, lo anterior

j'=0
A
i-1 0 N-1
D ATl + ) swapll )il = blj]
i=0 =i
A
i-1 N-1
> 4y + Y swaply (). = bl

j’=0 j'=i
Como por hipétesis TS; ;(4), se tiene que A[i,j'] =
Alj,j'1 =0 cuando 0 <j' < i y aplicando la defini-
cion de swap’i‘fj(A) entonces, equivalentemente se

tiene que
(Vi'lo<i' < NAQ"€,j}: X0 Al j 1% = bli'])
N
i—-1 0 N-1
> Al N + AL Ty = bl
j’=0 =i
A

i-1

N-1
0
Z Al T + Z ATi, 1% = bi]

j’=0 j’=i
Lo cual es equivalente a

(vi'lo<i' <N :ZN_GAL, ' ]x = b[i']).
2. Esta demostracion es analoga a la anterior, sepa-
rando del rango del vV el caso i’ = . ]

VI. ALGORITMO DE ELIMINACION GAUSSIANA

En esta seccion se derivard el Algoritmo de eliminacién
gaussiana usando la técnica de reemplazo de constante
por variable recursivamente. Cada predicado Pdef y
Qdef que se usara, satisfacen las condiciones de la Ob-
servacion 1, de modo que al encontrar una instruccién S
gue satisfaga {Pdef} S {Qdef}, se tiene garantia que las
hipétesis del Teorema 4 se cumplieron durante todo el
proceso.

La postcondicién de este algoritmo debe indicar que el
estado final de la matriz debe ser diagonal superior, esto
se expresa formalmente con el predicado TSy y(4). Adi-
cionalmente la postcondicion debe decir que la solucion
del sistema AX = b, debe ser la misma al principio que
al final de la ejecucién del programa. Denotando Ay, b,

como las variables de especificacién, que indican el es-
tado inicial de la matriz A y el vector b, entonces formal-
mente se puede expresar esta condicién con el predi-
cado A,b = Ay, b,. Por lo dicho anteriormente la post-
condicién de este algoritmo debe ser:

{POSt . TSN,N(A) A A, b = Ao, bo}.

La construccién de este algoritmo se realizara en cinco
partes.

A. Primera Parte

Usando la técnica de reemplazo de constante por varia-
ble, al reemplazar N por i en Post, aparece TS;;(4), pero
como en TS; ;(A) el indice i no puede superar las dimen-
siones de la matriz y aumenta de uno en uno dentro del
ciclo, entonces el programa no podra iterar mas de N
veces, por lo tanto, se toma K con el valor N, obteniendo
asi la Tripleta 1.

Tripleta 1: Aplicacion de reemplazo de constante por
variable a Post
{Invl : TN A TSi_i(A) AA, b= Ao, bo}
doi# N-
A, b,j, k, a:[Pdef;, Qdef;];

i:=i+1

od
{Post: TSy ny(A) ANA,b ~ Ay, by}

Donde los predicados Pdef; y Qdef; estan definidos
como:

Pdef;
Qdef;

Y, ademas

: TIN A TSi,i(A) /\A;b =~ AO!bO
: TSi1,i+1(A) NA,b = Ay, by

TwvEN-N<Ii<N=0<i<Ny
Tyw=EN-N<i<N=0<i<N.

Por otro lado, inicializando el ciclo en i:= 0 se puede
calcular la precondicién de todo el programa haciendo:

wp(i =0, Inv,)

Inv,[i == 0]

0<O0SNATS,o(A)ANA D = Ay, by
(Lema 2)
0<NAtrue NA,b = Ay, b,.

Como A=AygAb=by=A,b~= Ay by, la precondicion
anterior puede ser fortalecida segun las reglas de
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Hoare, de modo que una precondicion valida para todo
el programa seria

{Pre:0 < NAA=A;Ab=Dby}.

Notese que Pdef; = 0 <i<Nyen0 < i < N noocurren
variables de especificacion nilas variables 4, b, j, k, a,
gue son las que pueden ser modificadas por la instruc-
cibn de especificacion 4, b, j, k, a : [Pdef,, Qdef;,].
Usando el Teorema 3 se determina que la instruccion de
especificacion anterior es idéntica a la instruccion

A,b,j,k,a: [Pdef; 0 <i< NAQdef,].

Para refinar la instruccion de especificacién en un trozo
de cédigo de GCL, sera conveniente usar la Ultima ver-
sion porque es de utilidad contar con el predicado 0 <
i < N en conjuncién con Qdef;.

El algoritmo final se muestra en el Algoritmo 1.

Algoritmo 1: Algoritmo inicial de eliminacion Gaussiana

[[Const N : Integer;

Vari, j, k:Integers

Var a : Reals

Var A : Matrix Nx N of Real;

Var b : Array of length N of Real;

{Pre:0 S NAA=AyAb = by}

i=0;

{Ivy:0 <i < NATS;;:(A) NA,b ~ Ay, bo}

doi# N -
A, Db, j, k,a:[Pdef;,0 < i <N A Qdef,];
=i+l

od

{Post: TSy y(A) A A, b = Ay, by}

1l

B. Segunda Parte

A continuacién se refina la instruccién de especificacion
A, b, j, k, a:[Pdef;, 0 <i< N A Qdef,] en una instruc-
cién S de GCL que so6lo modifique las variables A4, b, j,
k, a y que satisfaga la tripleta {Pdef;} S {Qdef;: 0 <i <
N A Qdef; }.

La postcondicion de la tripleta anterior puede escribirse
de forma equivalente haciendo uso del Lema 2 de la si-
guiente manera

0 <i< NAQdef,

0<i<NATS;141(A)AAD =~ Ay, by

(Lema 2)
0<i<NATS;y(A) ANA,b = Ay, by
Usando la técnica de reemplazo de constante por varia-
ble, al reemplazar N por j en Qdef;, aparece TS; ;(A), pero
como el indice j en el predicado TS; ;(4) debe ser mayor
gue i, pero no mayor que las dimensiones de la matriz y

j se incrementa de uno en uno, en cada iteracion, en-
tonces el algoritmo solo puede iterar a lo sumo N —i —
1 iteraciones, por lo tanto se toma K como N —i — 1.
Obteniéndose la Tripleta 2.

Tripleta 2: Aplicacion de reemplazo de constante
por variable a Qdef;

{Invy: Ty_;-1 AO <1< NATS;;(A) AA b = Ag, by}
0j# N -
A, b, k, a :[Pdef,, Qdef, |;
=il
od
{Qdef{:0 <i < NATS;N(A)AAb = Ay, by }

Donde los predicados Pdef, y Qdef, se definen como:
Pdef, : TIy_;i_1 AO S i < NATS; j(A) NA, b = Ay, by
Qdef, : 0 < i < NATS; ;11 (A) AA Db ~ Ay, by
y
Tyoiciy =N-(N—-i—-1)<j<N=i<j<N
Tly_i1=N-(N—-i—-1)<j<N=i<j<N
De estaforma como i < j, se puede inicializar el ciclo en

j =141,y entonces se calcula la precondicion méas dé-
bil del algoritmo recién planteado haciendo

wp(j =i+ 1,Inv,)

Inv,[j =i+ 1]

| SIFTEN A0S <NATS,41(4)

ANA,b = Ay, b,

0<i< N/\TSl-’i_,,l(A) /\A,b =~ Ao,bo
(Item 3 Lema 2)
0<i<NATS;;(A)AA Db ~ Ay, b,

Pdef;

De esta forma se muestra que la precondicion mas débil
de este trozo de cédigo es Pdef, como se necesita.

Por otro lado, anélogo a la primera parte, se tiene que
Pdef, > 0<i<j<NyenO0<i<j< N noocurren va-
riables de especificacion ni las variables A, b, k, a, que
son las que pueden ser modificadas por la instruccién
de especificacion A,b,k,a : [Pdef,, Qdef,]. Usando el
Teorema 3 se determina que la instrucciéon de especifi-
cacion anterior es idéntica a la instruccion

A,b,k,a: [Pdef,, 0 <i<j < NAQdef,].
Sera conveniente usar esta version de la instruccion.
Con esto se concluye que el Algoritmo 2, refina a la pri-
mera instruccién de especificacion
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A,b,j, k,a: [Pdef;,0 <i < N AQdef;]
propuesta en la primera parte.

Algoritmo 2: Refinamiento de

A,b,j, k,a: [Pdef;,0 <i <N AQdef,]
{Pdef, : 0 < i < NATS;;(A) ANA b ~ Ay, by}
j =i+1;

{Inv, : 0<i<j<NATS;;(A)AA Db~ Ay, by}
0j# N-
A, b, k,a:[Pdef, 0 < i <j < N AQdef,];
ji=j+l
od
{Qdef] : 0 < i < NATSiy1i41(A) AA D =~ Ay, by}

C. Tercera Parte

En esta parte se busca refinar la tripleta A,b,k,a:
[Pdef,,0 < i < j < N A Qdef,] en un trozo de cédigo S de
GCL que satisfaga

{Pdef,} S {Qdef}: 0 < i < j < N A Qdef,}

donde S s6lo modifica las variables A4, b, k, a. Definiendo
como Exp a la expresion —A[j,i] = (b[i]/Ali, i]) + b[j],
se propone el Algoritmo 3.

Algoritmo 3: Refinamiento de 4, b, k, a : [Pdef,,0 <
i <j <N AQdef,]
{Pdef,:0 <i<j <NATS;;j(A) ANA,b =~ Ay, b}

if Afi,i]=0AA[,i]#0 -

A, b k:
A=AgAb=bg A= swap?’j(Ao)
A A
. o b
O<i<j<N ,  b=boy;pm
A
O0<i<j<N
[ 1 A[li,i] #0AA[j,i]#0 -
A, b k,a:
A=AgAb = b, A = lcom};(Ap)
A A
L. 1 J
O0<i<j<N , b= bOExp[b,A::bO,AO]
| aid :
Ali,i] # 0 0<i<j<N
] A[,ij=0 -
SKIP

fi
{Qdef',:0 < i <j < NATS;j41(A) AA,b = Ay, by}

Ahora se debe calcular wp del IF anterior y Qdef;, pero
para esto, primero se calculara wp de ambas instruccio-
nes de especificacion A, b, k : [Pdef;, Qdef;] y A, b, k,a :
[Pdef,, Qdef,], que se encuentran en el cuerpo de la pri-
mera y segunda guardia del IF anterior con Qdef;.

Wp(A! b! k : [Pdef3, QdEfS]! Qdele)

(Teorema 3)
A = swap};(4,)
wp| A, b, k: [Pdefs, A

_p b
b= bobo [j1bolil

, Qdef;

(Corolario 2)
A’ = swap};(4)
0<i<j<NA(VA,D K| A
b' = by
b[j]bli]

0<i<j<NATS 1(A) AA, D ~ Ay, by)

(regla de un punto)

0<i<j<NATS,j (swap?,’,-(A))

A swapy;(A), b

bijoli = Aorbo

(item 5 del Lema 3)
0<i<j<NATS ;j(A)ANA[,i]=0A

swap);(4), b1 iy = Aos bo

(item 1 del Lema 6)
0<i<j<NATS ;(A)AA[,il=0A
A,b = Ay, by
Por otro lado, se calcula
wp(A4, b, k, a : [Pdef,, Qdef,], Qdef;)

(Teorema 3)
A = lcom};(4,)
wp (4, b, k,a : |Pdefy, A )

—p J
b= bOExp[b,A::bo,Ao]

Qdef)

(Corolario 2)
0<i<j<NAA[,i]l#0A
A = lcom’i\fj (4)
(VA b K, d| A
b’ = bl
0<i<j<NATS; ;1(A)ANA,b" = Ay, by)

(regla de un punto)

0<i<j<NAA[,i]l+#0A
TS 41 (lcom?,’j (A)) Alcom};(4), béxp

~ Ao, by

(item 5 del Lema 4)
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0<i<j<NAA[i,i]#0ATS; ;(A)A

lcom}';(A), by

Exp ~ AO' bO

(item 2 del Lema 6)
0<i<j<NAA[Ll#0ATS;;(A)A
A, b= Ay by

Usando los célculos anteriores y abreviando By, B; y B,
como las guardias del IF anterior, se calcula wp de IF y
Qdef; de la siguiente manera.

wp(IF, Qdef;)

0<i,j<N tru
domaints, By, B,) A (BB B,) A

(Bo = wp(4, b, k : [Pdefs, Qdef;], Qdef})) A
(B, = wp(4, b, k, a : [Pdef,, Qdef,], Qdef})) A

(B, = wp(SKIP, Qdef}))

0<ij<NA
(A[i,i] = OAA[},i]20=20<i< j<NA

tru
TS,,(A) A (ALt = 0) AA,b = Ag,by) A
(A[i,i] £0AA[},i] 2020<i< j<N A

true

(ALT# 0)ATS; j(A) NA, b = Ay, by) A
A[,i]=0=20<i<j<NAAD=Ayby

75 AINAGAED)
A TS ) )

(B> P)AN(B,=>P)AN(B; > P)=P)
m/\o <i<j<NATS;;(A)A

A,b = Ay, by

Pdef,

Con esto queda demostrado que Ila
{Pdef,} IF {Qdef;} es cierta.

tripleta

D Cuarta Parte

A continuacion, se refina la instruccion de especifica-
cion

A A
. . — o b
Abk:[ 0<i<j<N , b=by \
A
0<i<j<N

en una instruccion de GCL.

Usando la técnica de reemplazo de constante por varia-
ble, al reemplazar N por k en Qdef;, aparece A=
swapfj(AO), pero, para que swap no se comporte como la

funcién identidad, salvo al inicio de la primera iteracion,
debe ocurrir que i < k < N. Como k aumenta de uno en
uno en el ciclo, entonces basta con que el ciclo itere a lo
sumo N — i veces. Por lo tanto, se toma K .= N — i ge-

Tripleta 3: Aplicacion de reemplazo de constante por
variable a Qdef;

{Imvs : Ty_ A0 <i<j < NAA=swapl;(40) Ab =
i.j

bobo[j],bom}

dok# N -

L A, b : [Pdefs, Qdef,|;
d

k:=k+1
{Qdef3:0 <i<j<NAA=swapY(4) Ab=

ij
b Obyj1,boli] }

nerando la Tripleta 3.

Donde los predicados Pdefsy Qdefs estan definidos
como:

Pdefs : TIy_; A0 < i <j<NAA=swapf;(4,) A

_p b
b= bobo[j];bo[i]
Qdefs : 0 < i <j<NAA=swapi'(4,) A
_p b
b= bobo[]'];bo[i]'

Y, ademas
Tyei=N-(N—-i)<k<N=i<k<N
Ty, =N—-(N-i)<k<N=i<k<N
. . _ i,j T
Asi,comoi<kyb= bobo[j],bo[i]’ se puede inicializar el

ciclo en k,b[i], b[j] := i, blj], b[i], entonces se calcula la
precondicion mas débil de este algoritmo haciendo

wp(k, b[i], b[j] =i, b[j], b[i], Inv3)
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Invs [k bi=1i,b l]]

o%vm;@/\ostq«w\

A= swapl}(A)/\b bl

Lj
bobo[]'],bo[i]
(item4y1delLema3yLemab)

0<i<j<NAA=AyAb=h,

Pdef;

Con lo que la precondicién mas débil de este trozo de
cédigo es Pdef; como se necesita.

Como Pdef; = i<k <Nyeni<k<N noocurren va-
riables de especificacion ni A, b, entonces por el Teo-
rema 3 la instruccion de especificacion anterior es idén-
tica a la instruccion A, b : [Pdefs,i < k < N A Qdef;]. Esta
instruccibn se realiza con Ali, k], Alj, k] =
Alj, k], Ali, k], ya que:

wp(Ali, k1, Alj, k] = A[j, k], A[i,k],i < k < N
A Qdefy)

WNAiSk<N

A Qef [4 = Al

i<Sk<NAO<Si<j<NA

[iklUokl 1
AA[] klAli,k] — swapy j t (Ao) Ab= bO ibolil

= (item 3 del Lema 5)
iSk<NA0sl'<j<N/\A=swap{.fj(A0)/\

b_bo oljl.bolil

Pdef;

Con todo esto se concluye que el Algoritmo 4 es un re-
finamiento de la instruccion A, b, k : [Pdef;, Qdef;].

Algoritmo 4: Refinamiento de A, b, k : [Pdef;, Qdef;]
{(Pdef;:0<i<j<NAA=AgAb=hy}
k, b[i], b[j] := L,b[j], b[i];

{Inv:i Sk S NAO<i<j<NAA=swapf;(4y) A

b = bog, (1 b1}

dok# N -
Ali, k], A[j, k] = A[j, k], A[i, k];

k:=k+1
od
{Qdef;:0 < i <j < NAA=swap};(4,) A

—p U
b= bobo [/1bo [i]}

E. Quinta Parte

A continuacion, se refina la instruccién de especifica-
cion

74N . A
Abka:| 0<i<j<N , b= bOé‘xp[b,A:bo,Ao]
A A
Ali,i]#0 0<i<j<N

en una instruccion de GCL.

Segun las Reglas de Hoare es suficiente con conseguir
una tripleta verdadera con una postcondicion mas fuerte
que Qdef,, como por ejemplo Qdef, Aa = —Aqlj,i] A
Ali,i] # 0, la cual se denotara de ahora en adelante
como Qdef,.

Usando la técnica de reemplazo de constante por varia-
ble, al reemplazar N por k en Qdef,’, aparece A=
lcom{;(4,), pero como el predicado lcom es Gtil cuando
i <k < Ny kaumenta de uno en uno en el ciclo, enton-
ces basta con que el ciclo itere a lo sumo N —i veces.
Entonces tomando K := N — i se genera la Tripleta 4.

Tripleta 4: Aplicacion de reemplazo de constante por
variable a Qdef’,

{Invy: Ty_; A0 <i<j <NAA=Ilcomfj(Ag)
Ab= bogxp[b‘A:bo‘A jAa=—Alj, il AA[L, i] # 0}
dok# N -
A, b, a : [Pdef,, Qdefg];
k := k+1

od

{Qdef;: 0 < i <j <N AA=lcom};(4,) A

b Aa = —A,lj,i] AAlL, i] # 0}

=Dyl
OExp[b,A=by,Ao]
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Donde los predicados Pdef, y Qdef, estan definidos
como:

Pdefs : TIy_; A0 < i <j <NAA=Ilcomf;(4,) A

— 1 J
b= bOExp[b,A:bo,Ao] A
a= —Ao[j, i|AA[i,i]#0

Qdefs : 0 < i <j<NAA=Icomf}'(4y) A

—phJ
b= bOExp[b,A:bo,Ao] A

a=—Alj,i] AA[i,i] # 0
y, ademas
Tvei=N-(N—-i)<k<N=i<k<N
Ty ,;=N—-(N—i)<k<N=i<k<N
De esta forma, como i <k, b= bl spoae ¥ @ =

—A,lj,i], se puede inicializar el ciclo en k,b[j],a =
i, Exp,—Al[j,i], y entonces se calcula la precondicion
més débil de este algoritmo haciendo

wp(k, b[jl,a =i, Exp,—Alj, ], Inv,)

Ali,i] qeo/\w A

Inv, [k, b,a:=1i, béxp, —A[j, i]]

iSISNAO<i<j<NAA=lcom];(4,)
A—=A[j, il = —Alj, il AAJL,i] #0A
b

=p/
Exp O0Exp[b,A=bg,Aq]

(item 4 del Lema 4)

true
0<i<j<NAA=AyA —A[j,il="A,j,i]

AA[i,i] # 0 A b, = boljz‘xp[b:bo]

(item 2 del Lema 5)
0<i<j<NAA=A AA[i,i]#0ADb=b,

Pdef,

Con lo que la precondicion mas débil de este trozo de
cadigo es Pdef, como se necesita.

Segun el Teorema 3, la instruccién A, b, a : [Pdef,, Qdef]
esidénticaa A,b,a : [Pdef,,i < k < N A Qdefy], la cual se
puede refinar con la instruccion A[j, k] = a * (A[i, k]/
Ali, i]) + A[j, k], ya que:

. Ali, k] .
i<k<N
A
Qdefg )

A[L,i] #0A0< i,k <NAIi<k<NA

_ 2kl
A=A
ﬁfl[i.k]‘h‘l[ﬁk]

Qdef,

i<Sk<NAO<i<j<NA

AUA]

_ k+1 A Tid
ALK AL = lcom;; (Ag) Aa = —Aplj, il A

PR _ ]
Ali,i]#0ADb = bOExp[b,A::bo,Ao]

(item 4 del Lema 5)
i<k<NAO<i<j<NA
A =lcomf;(Ag) Aa = —Alj,i] A

PR _ ]
Ali,i]#0ADb = bOExp[b,A::bo,Ao]

Pdef,

Con todo esto se concluye que el Algoritmo 5 refina la
instruccion A, b, k, a: [Pdef,, Qdef,].

Algoritmo 5: Refinamiento de A, b, k, a : [Pdef,, Qdef,]
{Pdef, : 0<i<j<NAA=AyAb=DbyAAlii]+0}
k,b[j], a:=i, -A[j,i]*(b[i]/ A[i,i]) +b[j],-A[},i];

{Invgi<k<NAOLZiIi<j<NA

= pJ — ke
b= bOExp[b,A::bO,Ao] ANA = lCOm[’j(Ao)

Aa = —Alj,i] AAli,i] # 0}

dok# N-
Alj,k]:=a*(A[i,k]/AlLi])+A[,k];
k:=k+1
od
{Qdef,:0 < i <j < NAA=Icom{;(4)
Ab= bOi?xp[b,A::bo,Ao]}

Como en los Algoritmos 4 y 5 unas instrucciones con-
cretas S y S satisfacen {Pdef;}S{Qdef;} vy

{Pdef,} S’ {Qdef,} se satisface la hipotesis (v% |X€T:
(VZ|ZeT"ADomgzz + @ : Rgz7 # (Z))) del Teorema 4
para Pdef;, Qdef; y Pdef,, Qdef,, se tiene, por la
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construccion anidada, que también se satisface la hip6-
tesis para Pdef,, Qdef, y Pdef;, Qdef;.

El algoritmo final es el mostrado en el Algoritmo 6.

Algoritmo 6: Algoritmo Final de Eliminacién Gaussiana

|[ Const N : Integer;

Vari, j, k: Integers

Var a: Reals

Var A: Matrix Nx N of Real;

Var b: Array of length N of Real;

{Pre:0 < NAA=AgADb=by}

i=0;

doi# N-

j 1= itl;

doj# N-—

if Ali,i]=0AA[j,i]#0-

K, blil, b[j] : = i, bj], blil;

dok# N-
AliK], Alj,k] := Alj,k], Ali,k];
k = k+1

od

1 A[L,i] # 0AA[j,i] #0 -
k’ b[]]’ a:=i, _Ah’l]*(b[I]/A[l’l])+b[]]7
_AU’i];

—

ok# N-
Alj K] : = a*(A[L,k]/A[Li]) +A[j,K];
k = k+1

od

[ TA,il=0-
SKIP

fi;
j = ]+]_

od;
i= i+l

od
{Post: TSy y(A) A A, b =~ Ay, by}

|

VII. CONCLUSIONES

Se verificé que el Teorema 5 permite desarrollar progra-
mas correctos de forma ordenada y rapida. En particu-
lar, para el Algoritmo de eliminacién gaussiana, se evi-
dencia como aparecen instrucciones de especificacion
con variables de especificacion en Pdef, que estan rela-
cionadas con las variables del programa por medio de
~, ¥ ho por =, que era lo reglamentario segun [7]. Esto
muestra las limitaciones de la definicion de instruccion
de especificacion de [7], y la necesidad de una genera-
lizacion, que permita usar las variables de especifica-
cion en Pdef y Qdef de manera arbitraria. Los teoremas
de la Seccion Il son un pequefio aporte en vias de dicha
generalizacion.
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