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RESUMEN

Se presentan soluciones generalizadas del Método
del Continuo, correspondientes a la Ecuacién
Diferencial de un Pértico Prisméatico desarrollada por
los autores rusos Murashev, Sigalov y Baykov, a través
del empleo de series Hipergeométricas. En trabajos
anteriores publicados en esta misma revista se habian
obtenido soluciones particulares correspondientes a
solo ciertos perfiles de carga lateral representables por
distribuciones lineales (Uniforme y Triangular). En el
presente trabajo se extienden dichas soluciones a
perfiles mondmicos representables por funciones
potenciales con exponentes reales no negativos que
pueden tomar valores cualesquiera, eliminando las
inestabilidades numéricas que antes se presentaban.
En futuros articulos ofreceremos  soluciones
correspondientes a cargas concentradas singulares o
multiples.

SUMMARY

The authors present Solutions to the Differential
Equations of Murashev, Sigalov and Baykov describing
the behavior of framed structures with constant
properties along their heights, subject to continuous
lateral loads profiled as power functions with real, non-
negative exponents.

In former papers published by the same authors in
this magazine, solutions corresponding to linear pro-
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files were presented. This article adds the general
solutions corresponding to real non-negative expo-
nents. Particular solutions corresponding to single or
multiple concentrated loads will be developed for fu-
ture articles.

INTRODUCCION

Soluciones llamadas del Método del Continuo
existen en la literatura en abundancia y, en
particular, el segundo de los autores desarrollé hace
tiempo (Paparoni, 1992) un conjunto de soluciones,
mezcla de expresiones exponenciales y polinémicas
relativamente sencillas. (exponenciales + polinomios
de cortante + polinomios de flexién)

Estas expresiones presentaron la novedad de
separar las porciones Homogénea, Cortante y Flectora
de las soluciones, permitiendo interpretaciones
variadas sobre la conducta estructural de los Porticos
actuando como Sistemas.

Dichas soluciones fueron paulatinamente
contrastadas y mejoradas comparando sus resultados
con soluciones matriciales, ello se hizo a lo largo de una
serie abundante de trabajos especiales de grado de la
UCV, la UNIMET y la UCAB.

Esas soluciones, de facil empleo practico por su
sencillez, presentaban inestabilidades numéricas con los
porticos de bajo acoplamiento (valores de | bajos), para
algunos casos de carga.

El mismo Autor extendié esas mismas expresiones
para casos mAas generales de exponentes enteros
positivos para monomios de carga potenciales, y a
exponentes no enteros para intervalos acotados.
(Trabajo no publicado, Paparoni, 2000 )

Lo aqui presentado ahora resuelve las inesta-
bilidades encontradas y generaliza las soluciones a una
gama de exponentes muy amplia.

Estas situaciones hacen pensar que las soluciones
anteriormente obtenidas no eran completas, aunque
fuesen practicamente satisfactorias.

El lector puede preguntarse entonces: ¢ Cuél puede
ser la utilidad ingenieril de estas nuevas soluciones? La
respuesta es relativamente sencilla: utilizando las
soluciones para perfiles monémicos aqui obtenidas
serd posible aproximar expresiones funcionales o
conjuntos de datos numéricos semejantes a los que se
obtienen para los perfiles de carga que se originen de
los analisis dinamicos modales de edificios. Para ello se
pueden generar polinomios que puedan esos perfiles
de carga, con distintos grados de aproximacion

sines

si utilizamos minimos

cuadrados.

ajustes convenientes por

De esta forma serd posible investigar, con
amplitud y relativa facilidad, la conducta de sistemas
aporticados sujetos a perfiles de carga lateral
complicados. Se pueden asi realizar de una manera
bastante rapida y eficiente estudios sistémicos de
porticos sujetos a acciones dinamicas. También sera
posible transmitir en una forma fuertemente
condensada la informacion referente a perfiles de
carga complejos, originados de andlisis dinamicos
modales en estructuras, sin tener que apelar a
largas listas de informacion digital. Podremos
aproximar dichos perfiles con ajustes polinamicos
por minimos cuadrados, las soluciones que
buscamos seran entonces combinaciones lineales de
las expresiones que aqui presentamos.

Los resultados clarificadores de la conducta de
porticos, ya logrados anteriormente con las soluciones
originales incompletas, pueden seguramente
extenderse asi a casos totalmente generales.

Los resultados obtenidos hasta ahora con perfiles
lineales nos muestran claramente que las estructuras
aporticadas no contienen categorias separadas de
comportamiento, sino una relativamente suave
transicion de una categoria hacia otra (porticos, muros
acoplados, estructuras duales etc.). Es bien sabido
gue estas categorizaciones adoptadas por las normas
sismicas hacen que pasemos, a veces bruscamente,
de un nivel de cargas laterales a otro, basandonos
Unicamente en descripciones verbales y no en
expresiones numéricas.El desarrollo matematico aqui
presentado fue realizado por el primer autor, una vez
establecidos con el segundo autor los objetivos y los
casos de carga de interés estructural.

1) INTRODUCCION

En un trabajo anterior ([1]), consideramos el
problema de valores en la frontera planteado por la
ecuacion diferencial de un pértico (como propuesto por
MURASHEV-SIGALOV-BAYKOV ([2]), sujeta a ciertas
condiciones de borde, y para cargas de la forma

’ 7L 1]
4) q( H)
con j > () un entero. En el presente trabajo nos
proponemos extender nuestros resultados
anteriores al caso que N sea cualquier nimero real no
negativo.

(1)
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Veremos que esta extension lleva de manera natural a
la introduccién de las funciones hipergeométricas
generalizadas implementadas en MATHEMATICA
(mientras que, desde luego, la funcién factorial queda
reemplazada por la funcién gamma)

Con la notacién de [1], nuestro problema es el de
resolver la ecuacion diferencial

uWE)=1u"€)=gE€); 0<E<1 @)

8= H'q e+ RA(p)-E +(n+2)E-(n+1) J](3)

donde

J7
i) = 4
W)= G @ne(n e 3 “
sujeta a las condiciones de frontera
H(O):.[{,(U):{], u’(]): O_u”((]):-ﬁ (5}
n+1

introduciendo las funciones

g
L B >0 (6)

n(¢) (m+1)(m+2) o

1,”(5) = Ij .\"enh[l(‘g'— I)] "dt ; m=20 7)

encontramos para la solucion u(cj) del problema de
valores en la frontera la expresion

€)=, @) 2, @1 L 1@ 1,11€)- 22,5 €)
H 9 £+ 201, (€)+ AL (5)]-——f(u)(e:+1lf,,(£)+u @)
H senh(A£)-AE cosh(A&)-1(senhA
/_qu{- nfl % co(sh/l) [n+l _IH
donde

I=1,(1)+2f(u )L Leo(1)+(n+2)1,(1)—(

n+i

()] (9)

Este resultado, obtenido en [1], es valido para
n = 0 un numero real arbitrario.

La mayor dificultad en el trabajo anterior fue la
obtencion, a partir de (8),(9) de expresiones para
u(g"')y sus primeras tres derivadas, aptas para la
representacion grafica de las mismas para todo el
rango (0< A<e del parametroA. En {1] no

comentamos sobre este aspecto del trabajo, pero es
precisamente en la resolucién de este problema que
surgen las funciones hipergeométricas mencionadas
arriba.

2) FORMULAS PARA ) PEQUERNO

De 1.(7) se obtienen las relaciones

senh(AE)— A
I(&) = ~[msh()~ -1].1(&) = _(_)_E_)_é
(1)
!m(‘:) = E; h"(l';l"— 1) !"!"3( 5) ©om> g
I(§= m!m_l(é) y om=21 (2)

Para m > 0 un entero, desarollando /,,( &) en serie

de Taylor centrada en &= 0, utilizando (1),(2),
encontramos (como ya mencionamos en [1]) que

(m=1)/2

il 1,(&)=senh(Af)- 2

m! P

()\.5 2k+1

(2k+1)
A €)= cosh(a) - S UE)
m! " o (2K)!

(m entero impar) (3)

(m entero par) (4)

L©=Amgr3 R

m=0,12,3...
im0 (M +2k+2)!

+(5)
®) De (1),1.(6) tenemos

L.(§)=mL, (&) ;

L,(8)+AL,(5)=

(6)

mz=1

Llé) (7)

T
f"'-\:-"":

(m+1)(n

1+2)

Evidentemente (3), (4) no tienen sentido para m
no entero (aun no reemplazando m! Por l'(m+l)),
pero (5) persiste para ;> () arbitrario en la forma

(8= M’(nH—l)tm Z (ig")“'

———=—iirx @
' ‘}l—(m+"’i\+ )) G

(8)
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Por el desarrollo de senh [ﬂ(f— r)] en serie de
potencias de &£-t, para comprobar (8) basta
comprobar que

~ (2k+1)T(m+1)
[(m+2k+ 3)

m+2k+2
é 1+iK+ (9)

. : . t
Haciendo el cambio de variable t — s= — en la
integral, ésta se convierte en

5"”2“3 J‘OISHI(I_S)EHI(IS:§nl+2k+EB(m+L2k+2)

_ gmiake [(2k+2)[(m+1)
B [(m+ 2k +3)

usando una bien conocida propiedad de la funcion
beta ([3]). Comprobamos entonces(9) para todo k> ()
entero y m > () real, y (8) queda establecida. Para
k=0, (9) da

| S-8)rar =L, m20 o)
Introducimos ahora la funcién
5,(8)= /11 1(9+L,(8: m=20 ()
es decir , segtn (8), 1.(6),
N
de (7),(11) tenemos
S.u(&) = m"mz(ﬁ) (13)
y de (2), (6), (11), (13) tenemos
()= L@+ Sl | 09
m+1

mz=1

8" (€)= mS,(E);

sones

De (6),(14),(15) tenemos

Sw(&) = Z[-L,(8)+5,(9)]
y de (14),(16),1.(6) se sigue que

S8 = [+ 2{-L,.,(8)+5,.,(8)]] (10

(15),

m+1

De (7),(11) tenernos
)1
(m+1)(m+ ”

1,(8)+AL,(&)= [~Lea(8)+ Sea( 9] (17)

Usando las férmulas obtenidas, podemos escribir
1.(8),1.(9) en la forma

u(é =—H~L - n+2)1
(€) (n+l)(u+2)[ L,.2(€)+(n+2)L,(8)]
H'q 4 .
) @)~ 2SE) -+ DG (sE) (18
H'g
coshA /L,u[ LO( é)] J
Donde
senh/ 1
P(/'L,,u)— A.(n+l)_z =
1 Vi
= ok Ty [-L(1)+S()]+L,(1)-5,0); (19)
—-ff ,u [Lmz —S,=+ () n+l {—- +S ( )}]
Y luego
)= T L6+ @)+ i 5100540
A (n+1)Hqf (W[-L(&)+ 5,(8)] (20
L p(ufe+ #{-1,E)+ ()]
~”(é)=—H*aa,.(:ﬁ%sn(a—Aﬁm%[-a(mm]
~R(n+ 1) Haf ()]~ Lo(&) + 5o ]_::fg (21
+‘f;;—h2P()..p)[l+Al{—Ln(§)+So(:;‘)}]
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14 §n+l " H*

L Tt (1+ Ju)(g +1)

. H' 2 4 2
—A m%rl)[‘l«o(‘g) +8,(8)] - X (n+ DH af ()] + P{-L (&) +
B HG py e+ 2{-1,(8)+

n+1 cosh A

las formulas (18)-(22) son adecuadas para el computo
y la representacion grafica de u? j y sus primeras
tres derivadas para valores de A e [0;eps) con eps
no demasiado grande, y ademas sirven para graficar
u=u(E,A,L) y sus primeras tres derivadas con
respecto a ¢ como funcién de /l (para valores fijos
e éy M en [O;eps)). Las funciones x’,,,(ﬁ y S,,,{
(relacionadas por (13)) son representables en términos
de la funcién hipergeométrica generalizada ([3]) en la
notacion de MATHEMATICA,

AZ§"I+4 ."
(m+1)(m+2)(m+3)(m+ 4)

b
4

4

Sa()=

(23).
2

HypergeometricPFQ {{1}{“”""_+5 il _}

y es en esta forma que definimos Sm(ﬁ) en nuestro
programa.

3)FORMULAS PARA ) GRANDE
(5> 0 UNENTERO)

Es de esperar (y asi lo confirman los experimentos
numericos) que 2.(18)-2.(22) no sirven para el computo
preciso de u y sus primeras tres derivadas para
valores grandes de J.Para obtener férmulas
adecuadas para A arbitrariamante grande, resulta til
introducir la funcion

1 y cosh(4,&)-1
Kal€)= AI’"(@ Acosh A

z,(1):

m=0(1)

De (1),1.(8),1.(9) obtenemos

[-L.a(&)+5,.(8)]

SN

(22)

AGH

9= Z2k ()~ H U (WK )+ (n+ IH AWK
(n+DH af(1)Kl4)- ;3 e [sent[jhi TR
Azi(fifl)g L)
+H Gf (1)~ Lo &) +(n+ 2 L( &) - (n+1)Ly( &)]
De 1,2.(7) tenemos
(8= G S8 1 L0 9
De (1),2.(1) tenemos
T
De (1)-(4) tenemos
)= o e [K,,u(as)—xu(é)hm%;ﬁm)
_}P l+p n+1 [‘3"1’: A Hanhl]

+HGf ()<L, () + (n + 2)L(€) - (n+ 1)Ly ()]

Para ;> 2 un entero tenemos, de (1), (4),

2.(3),2.(4),

-rn +2k-2§ 2k

K,.(8)~Ko(8) =—m*§ D]

m

2

- — i+ 2k=2
" cosh(/'Lé,’) IZA 4

m = 2entero par

(2)

r (5.

coshA o5 (2k)

l:eﬂsla_de_lnu.enl&t[aﬁ

((6)
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m-1

) T/{—m+2k—l§2k+l
K, (¢) K"(é)_m!* Y (2k+1)!

(m-]) |

m+2k=1
+m!COSh(Aé) S: = ()
coshA o (2k+1)
| h{A(E -

y las expresiones para las primeras tres derivadas de
K, (&)—- K,(&)que se derivan de (6),(7). Para n
entero, estas expresiones, junto con (5), sirven para
el computo preciso y la representacion grafica de u( §)
y sus tres primeras derivadas (cuyas formas explicitas
presentaremos mas adelante) para }>1,y para
graficar u = u(&,A.u)y sus tres primeras derivadas
con respecto a -’j en funcioén ) (para valores fijos de
Ey M) en | < ) <. Este fue nuestro procedimiento
para obtener los resultados descritos en [1].

De (6),(7) obtenemos las férmulas siguientes.

Para ;; > 2 un entero par:

5 A—rm!k—lg!t—l o senh Aé) Ei e+ 2k-1

K.(8)-Ki(&)=-m

o (%-2) coshA 5 (24)
e 7 A—md-lk-lélt-" COSh Ag) Anﬂli
L iy
K:(9)-K19) ”"é -2 " cosh §
Am+2kw2§2k -3
=—m 1
" 10)
senh Ag Anuzh-] (
+m! , mz24
o cos A ?o (2k)! T
’ . 2senh(A£)
K& -K (&) =———F
2(6) 0’(‘:) Acosh A ()

Para ;; > 3 un entero impar:

(m 1)

K;I(g) __m' 2 Am+2k ]ézk

w0 (2K)! ’
()
+m!senh(ﬂ.§) S cosh[A(E-1)] (12)
" coshd i (2k+1)! A" coshA

.mleklme_ﬁ_

(m-l]
’ Am+".& 1(;:".& 1
K - =-—- |
%) " § (2k-1)!
(m ]} (13)
. cosh(/l'g' z /1 vEpaRH ml senh[A(E-1)] [V
coshA 2k+1)' A" coshA
(m-1)
2 -mi-lki 2k~
ST,
=R (14)
o SEMH(AE) senh(A£) E /1 WEERE il cosh[)t(é—l)]
coshA o (2k+ 1)‘ A" coshA

4. FORMULAS A PARA GRANDE
(7= 0 ARBITRARIO)

Consideremos ahora el cémputo de
Km(é)— Ku(f) para m= 2 no necesariamente un
entero. Sea [m] la parte estera de m, entonces

m=[m]+acon 0< o<1 de 2.(8) tenemos

A.MH T (é) 2 (/1 é)lm Jra+2e+2
I'(m+1) = ,_GI‘( m]+a+2f’+3)

(1)

Si [m] es par, entonces escribimos

[m]+20+2=2kY (1) llevaa

[m]
Am 1 - ) N ( A é) 2kta
[{m+1) (8= 0(3) é N2k+a+1)
oo (}L,é)zma (2)
‘D“(g),é N2R+a+1) J

Observemos que si m es un entero par,
entonces =0, @,(¢)=cosh(4.5) y (2) coincide con
2.(4). Si [m] es impar, entonces escribimos
[m]+20+2=2k+1 y (1) llevaa
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(1)

7 2 /1":) 2ktha
h(=09- 3 HD
- (Lg™ = W

¢'(§):§l‘(2k+a+2) !

Observemos que si m es un entero impar. entonces
a=0, ¢(&)= Senh(/hf) y (3) coincide con 2.(3).

De (2), 3.(1) tenemos
(©)-Ki(®)=

o,
[m]

a2 -{m]+2k-2 p 2k

-T(m+ 1)2 s

i D2k +a+1)

L(m+ l)

Hf

_ cosh(A&) -1
©) cosh A

I'(m o
o (I)J = }_(O(E_-i—_.l*—JlT)liT‘_:

(4)

o,
A—[ns]»ﬂ—z
o Tk +a+1)

coshA

}'r(‘m + ]) ;[m] =2par

a=0 (m= [m]) De (3),

MUJ

[(m+1)

m+2

lo que se reduce a 3.(6) si
Km(é)‘Ko(a:
A

3.(1) tenemos
!:¢E (é) =
([m}-1)

[m]+2k-1 g2k 140
~I(m+1) ﬁ: ﬁ'____é:__]_
= T(k+a+2)

( [m]-1)
5

¥

i T(2k+a+2)

cosh(A&) -1
cosh A

()

cosh(A£) -1
cosh A

+I(m+1) 2 i

s[m] = 3impar

loque sereducea3d.(7)si =0 (m -

[m])

De (2), (3) encontramos las relaciones

%9 o

9'1(8)=29,(¢) (7)

De (4),(6),(7) encontramos, para [m] 2 2 par:

/€K 0-" Y e 208 00

[m]

; 2 —Im]+°1 "‘:Ziuxl
m +
P F(2k + cx)

2 /T[mld-’k -1

o T(2k+a+ 1)

-

senh (A€)
cosh A

+P

J[m] >2par

o0

I(m+1) cosh(A&)

cosh A

K, (9-K, (9=

[m]

& Amk 2*-2§2k+a—2

~I(m+1)Y

[ (®)

J

m N(2k+a-1) ®
fm],

+{m+ )“fo;ﬁ’lf) < r(j::}::z)[ 2 T J
K7(E)-KJ8) = r(:{f: ) [ﬂ@)‘%%_i%“(lﬂ
R L e
0§ =tz
e GRE (i G 3){ i(é)h%%l%(l),‘l,m)
Hars1)(a+2) Sj:ﬁi}’?? <2

Para @= 0 (m 22 entero par) estas formulas se
reducen a 3.(8)-3.(11)

De (5), (6),(7) encontramos, para [m] > ZGmpar :

K€)-ki€)- T g ) mnd), )
A-Imbeax- 1§2k+rx
Q% +a+1)

I,-n Fi

—r(m+1)z

k=0

2 Aimb2k
§ 1—'(2k+a+_j[ mp3 impar

revita e ngeniera g

+T(m + llsenh()‘g)
cosh A

((12)
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k€)K@= ) <90, )] |

(b 1)

[l 2k-1 g 2k 4c-1
-l"(m+l)§ A'—r-(-z—-;é;)— (13)

h(/lé) Jlmb2ka !
+I'(m + l.\‘.:c‘S =3
i coshA g @Rk +o+ 2) b= o

L R P 20

Arn—l L
ﬂm}—l
’]. im}r‘)k 15 2k+a—
B 1 - e
o+ )*2,' F(2k+r_r—l) (14)

=k |
senh (AE) 3 Arimkase
1‘ i

>3
oshA ~ 1"(2k+oc+2)|m] o

+ T

Parai 0 = () (m >3 entero) estas férmulas se
reducen a 3.(12)-3.(14).

De 1.(6), 3.(5) obtenemos

;;’(é) (l+,u)(n+l n+2[ i 5]]

___HY cosh[ A(£-1 ]
Z(1+p)(n+1)"  coshi

+H"€Lf(u)[ é,; - %(n + 2]‘51 +(n +I)§J

l+y (n+l)

(15)

n+

(E) = H'g ’ _ o
&) (1+)(n+1)(n+2) (k7.2 (§)-K3()]
~ H*G .senh[;t(cs -1)] L (16)
Al+u)(n+1)  coshA

(
+H‘c§f(p)[§"” -(n+2)¢ +n+ l]

o (o — BT

(1+p)(n+1)(n+2)
_ HY% ‘cosh[/l(éw 1)]
(1+ p)(n+1) cosh A
+H‘gf (u)(n+ 2)( ESt o l)

((17;

hmﬁnu(é )

] definidas en (2),(3)
Las funciones %( é)wﬁ]( ]pueden expresarse en

términos de funciones hipergeométricas implementadas
en MATHEMATICA:

_ (A" 1, ,a.  aXE
¢o(§)~r(a+l) B Lo+l (18)

(A8™ [ . a3 aif
q)l(é): “r(—al__z)f’; 1,1+5,§+5, (19)

En las formulas (4),(5),(8)— _
(14) las expresiones entre.%( é])’@( 5) requieren
llaves que involucran a

grandesde 1 cuando ()< ¢y < |(enelcaso ¢ =(Im

de consideraciones adicionales, ya que presentan
inestabilidades numéricas para valores demasiado
entero) podemos utilizar 3.(6)-3.(14) y este problema
no se presenta). Estas consideraciones seréar
presentadas en el apéndice.

5. COMPORTAMIENTO EN FUNCION
DE A

Para estudiar el comportamiento de u(ﬁ)y sus
primeras tres derivadas para ) —s () podemos usar
las férmulas de la seccidén 2. De 2.(19) tenemos

&
lim, o (A1) = —— (1)

usando 1.(6) y el hecho (segun 2.(12) que
lim, S, ()=0. Escribiendo u =u(,A,u)tenemos
de (1),2.(18) que

(n+1)n +2)[_ 26)+(+2)L, €)-(+1),€)] @

y es facil comprobar que esta funcién coincide con la
solucion de 1.(2),1.(5) para j = (), de modo que
lim,_, (&, A1) = u(€,0,u). De 2.(20)-2.(22) tenemos
la misma propiedad de continuidad para las derivadas
de u(é,/l,u con respecto a &,y

/ _H% H'q
eom=TAE L, O O e @

4
+Hq
n+2

mleklm.e_ﬁ

(4)

””((530! M )= tae

n
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” Hl’f‘ n+l
u («5.-0,#)=”—+(f-@ -1) )

Observemos que los valores limites para 4 —
dadas por (2)-(5) no dependen de [i.

Para estudiar el comportamiento de u(é )y sus
primeras tres derivadas para . —5 o podemos usar

las formulas de las secciones 3,4 y el apéndice.
Tenemos

lim

A—yoo

cosh A

cosh(AE)-1 _[0;0<E <1 (6),
| =1

cosh[A(§-1)] _ {o;o <<t

A= coshA EE=1

senh(A&) B {(},OS &<l
A2= coshA | LE=1 (®),

00<E<1
. (9),

-1,€=0

por (6)-(9), todas las expresiones a la derecha en
4.(4),4.(5),4.(8)-4.(14) que no involucran a
0o( &) 9,(£). tienden a cero si } —c0, y lo mismo
ocurre para las expresiones a la derecha en
3.(5),4.(15)-4.(17) que no involucran a f(ﬂ)o a
K...(&)— K,(&) y sus derivadas. Ademas veremos
en el apéndice que las expresiones que involucran a
%( ff) #51( r..) mencionadas anteriormente tienden a cero
para } — 0. Por consecuencia tenemos

”‘](é) (R}( ))=0 ; R=012.3"

Escribiendo V(&)= lim,__
ahora de 3.(5),

lim,_ m(

“(C,/LM: tenemos

A &utt) = HGf ()] =L,,( &)+ (n+ L&)~ (n+1)Ly( )10,

de modo que, con (2),

:l (&, A, ) (11),

lim, .. /(&) =V, #) =

Jﬁz)
=H*qf (u)[~(n+2)L, . (&) + (n +2)]Ly(&) + (n+1)¢

lim, . u"(&A.u) = v(€Eu)= }
= H*4f(u)[~(n+1)(n+2)L,(&)— (n+2)E+(n+1)] (13).

De (2)-(4),(11) vemos que v (&,u)satisface las
condiciones de borde v (0,u) = v'(0,u) =0,v"(1,u) =0,
pero (5),(11) implican que

KH g

L b e

(14)

de modo que v(§ ,u) no satisface la cuarta condicion
de frontera en 1.(5). Sin embargo V= (&.4 les
solucion de la ecuacion diferencial

v'(E.n) = H“cif(pt)[f"*” ~(n+2)+n+ 1] (15)

que resulta de 1.(2),1.(3) cuando } - De 4.(17)
tenemos

lim,, w"(EAH)=v"(E4)= m%(g"*‘ -1)0<£<1 (16)
" H'G 1
0,2, 4) = — 1+— [v"(o,
u”(0,A, 1) -y [ +ﬂ) “(o.1)  (17)

De 1. (2),1.(3) tenemos

u(-ﬂ(é /1#):/12 #(5 /-L)u.)+H4é§” } -
+ 2 f(u)H q[ "2 4 ( n+2)§—(n+1)] ‘

de modo que también  (ya que u(1) = 0)

M(I ,l,u) =H' (19)

En nuestro programa con MATHEMATICA hay 5
funciones graficas para producir graficas 2-

dimensionales de #(§) y sus primeras cuatro
derivadas en funcionde A' de hecho cada una de

stade ngenieria T
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estas funciones produce cuatro graficas simultaneas
para cuatro valores seleccionados de (&£). Ademas
hay 10 funciones graficas que producen graficas 3-
dimensionales donde /) figura como unade las varia-
bles independientes. A continuacion comentaremos
brevemente sobre el funcionamiento de estas

flLamHeightList[height,mu,aLam,bLam)]

eight=valor de & seleccionado, mu=valor de U seleccionado % (20)

[aLam;bLam] [ 0;) intervalo para 4, seleccionado

funciones:
produce las graficas simultanea: A—u

(height, A, mu ), n[%height.l,mu} u[-%heightﬁ,mu],

|
U{Ihefghf-»’t»muJen el intervalo aLam < A < blLam.

Las funciones flDLamHeightList, fIDsegLamHeightList,
fIDterLamHeightList, fIDcuarLamHeightList funclonan

similarmente para u'(&).u"(&).u"(&y wu }(5)
respectivamente.

FI3Dlam[mu,aV,bV,aLam,bLam]
mu= valor de i seleccionado, [aV;bV] c[0;1]

intervalo para & (1)

seleccionado, [aLam;bLam] — [0; o) intervalo para }
seleccionado

Produce una grafica 3-dimensional
(gi) —>u(§/1mu) con av<¢ <bv, alLam
<A <bLam. ‘Las funciones fID3DLam,

fIDseg3DLam, fIDter3DLam, fiDcuar3Dlam func {cines

similarmente para u/( ) 1Qu"(&y u(&)
respectivamente.

fl3aDLamMul[coord,aLam,bLam,aMu,bMu]
coord= valor de & seleccionado, [aLam;bLam]

c[0; o] intervalo (22

para ) seleccionado,[aMu;bMu] C [0;1]
intervalo para U seleccionado

Produce una gréafica 3- dimensional

(l u) - u(coor )Lji) conalam < A<bLam, aMu < u<bMu.
Las funciones fID3DLamMu, fIDseg3LamMu,
fIDter3DLamMu, flDcuar3dDLamMu funcionan

similarmente para H'(é),u”(é),u”’(f)y um('g')
respectivamente.

Una seleccidn de las graficas mencionadas se
presenta al final de este trabajo.

ﬂl&khne_ﬁ

6.DEMAS FUNCIONES GRAFICAS

Nuestro programa con MATHEMATICA tiene un
total de 35 funciones graficas, 15 de las cuales fueron
descritas en la seccidon anterior. A continuacién
describiremos brevemente las restantes 20 funciones:

fIMuList[Lam,mu,aV,bV]

Lam= valor de j seleccionado, mu=valor de (1)
U seleccionado,

[aV,bV] C[0;1]intervalo para £ seleccionado

produce las gréficas simultineas

& — u(&.lam,5Smu) u( & lam,mu) u[ §,Iam,1§ mu Jen

el intervaloaV <£<bhV. Las funciones fIDMulList,
fIDsegMulList, fIDterMulList, fIDcuarMulList, funcionan

similarmente para u/(&).u"(&).u"(&)y u®(g)
respectivamente

flLamList[lam,mu,av.bv]

lam=valor de } seleccionado, mu=valor de U 2)
seleccionado,

[aV;bV] C[0;1] intervalo para & seleccionado

produce las graficas simultaneas

&— u(é,Slam,mu),u( & lam,mu) ,ut 6% Iam,muJ en

el intervalo av Sf < bv. Las funciones fIDLaumList,
fIDsegLamList, fIDterLamList, fIDcuarLamList

funcionan similarmente para p/(&),u"(&).u"(&y u"()
respectivamente.

flIMuHeightList[height,lam,aMu,bMu]

height=valor de J seleccionado, lam=valor de 3)
M seleccionado,

[aMu;bMu] c[0;1]

produce las graficas simultaneas  u— u(hefghr,fam,u);

u{% height.iam,uJ :.{15 height lam,u Jf{i height lam,u J

en el intervaloaMu<u<bMu. Las funciones
fIDMuHeightList, fIDsegMuHeightList,
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fiIDterMuHeightList, fIDcuarMuHeightList funcionan

similarmente para u’(g),“”(g),,,,"f(g)}, u“’((g)
respectivamente.

fl3DMu[lam, aV, bV, aMu, bMu]
Lam=valor de J seleccionado, [av;bv] C [0;1]

intervalo para & u (4)

Seleccionado, [aMu,bMu] c[0;1] intervalo
para M seleccionado

Produce una grafica 3- dimensional

(&.10) = u(&.lam,u)con  aV <& <bV,aMu < pu<bMu

Las funciones fID3DMu, fIDseg3DMu, fIDter3DMu,
fIDcuar8DMu funcionan similarmente para

(&) a'(9u(8)y

Una seleccién de las graficas mencionadas se
presenta al final de este trabajo.

B ( 5) respectivamente.

APENDICE:

Denotaremos por 9y(&.4) y ¢(£.4) las funciones
0o(&) ¥ ¢,(£) definidas en 4.(2) y 4.(3). En 4.(4 ) 4.(5)

aparecen como factores de I‘(m+I)M las
funciones
; .« cosh(A&)-1 e
- A) =ik . A)—— -
_— & cosh(A€) -1 J
A=A | g(E)-—2L g (1,0 @

Como observamos al final de la seccion 4, la
evaluacion de estas funciones y de sus derivadas con

respecto a & presenta dificultades de inestabilidad
numérica para valores grandes de A cuando (< g < 1.
Para = (0, (1),(2) se reducen a

WO(g'A):Oq
w(EA)=2"" {M—_—])—]Hanhll (= 0) ©)

cosh A

donde la inestabilidad numérica no se presenta, como
comprobamos en [1].En este apéndice indicaremos
como puede removerse la inestabilidad numérica
sefalada

mediante el ; grande.

empleo de

expresiones

asintéticas para

, 0
De 4.(6),4.(7) obtenemos { = a_g"]

’ B /-fzéa—l
¢‘0 (‘:’/1) = r(a) +A’¢|(§=A) (4)1
0,(£2) = 294(£) @)

. Aﬂga—_
¢’0 (g”l) r( ) + A ¢0(§ ;") (6)
= ~ Zaéa—S A’au:gfg-l 5

e PR Y
o, (£4) = Z:é;"l + 20(E7) ®)

A’aﬂga—

9 (6:4)= +29,(6.4) ©)

[(c-1)

biss ah i enh( §) J
WEN= - 4y 05 o

cosh(4.¢)

W ER=5 |aeh)- 20 0 0]

Vo (EA)= i 461 1) o
senh(A£)

W(EA) =T, {%(w— ¢.(u)] 13

cosh A

cosh(flf) (L /1)](1 2)

Ve 5

éd’ 2
Al )

cosh

+A%, { ¢,(E,A)-

senh(AE)

v (6.4)= > ¢,(1,,1)J(15)

o

cosh

Nuestro objetivo es encontrar expresiones
asintoticas para ) grande (y0<a <1)para las
funciones (1), (2), y (10)- (15). La inestabilidad
numeérica senalada arriba se presenta solamente en

stade Ingenieria
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ciertos intervalos & < £<1(donde £, depende de )
y es mas pequefo mientras mas grande A,£ >0).
La idea es entonces que en 0< & < & usamos las
expresiones exactas de las funciones involucradas, y
en &= £ hacemos la transicién continua a las
expresiones asintoticas correspondientes en
& <<l

Para obtener las mismas utilizaremos la relacion
que existe ([4]) entre el desarrollo asintético de ua
funcién f(/lg para A — o y el comportamiento de
su transformada de Laplace F(z) en sus singulares
(ver también [5]). De 4.(2) tenemos para la
transformada de Laplace Fy(z) de ¢,(&,A) con
respecto a },

_ Ea N gu: ( -Az 12k+ex -
Fo(z)=¢ 'g"l"(2k+a+1) }[e LI

i 2k+a+l __.50! R Z( ]
Z

k=0 k=0

Ue modo que

P;( ) fx—l; (16)

El término dominante en el desarrollo asintético

de ¢,(&,A) para A —eo es igual al residuo de

’LF Z) en el polo z= &. De (16) encontramos que
este residuo es 1 o de modo que

¢0(§A) —e” Ao E2E, (17)
de 4.(2),4.(3) tenemos
d
—8(8) = £0,(2) bR

de modo que la transformada de Laplace de tpl(éf,)u)
con respecto a j viene dada por

f)= 2R =55 (19

. Y
El residuo de ¢"“F(z) en z= Eesiguala 53¢ (la

distribucién del polo en z = —& puede suprimirse como
antes), de modo que

_m.tekhn.e_ﬁ

i
B(EA)~ e A8 2E, (20)

Usando la identidad

L cosh(A&) -1 o senh[ A £-1)] w2
cosh A cosh A

1+

de (1), (2), (17), (20), (21) obtenemos que

Wo(E.A) ~ gEA)- I( )A—)mé?ﬁa(zz)

W(EA) ~ fALhAo=E2E  (29)

donde

oA=L, (], 2

cosh A T

Ue manera similar, de (10)-(15) y usando las
relaciones que se obtienen al tomar en (21) la primera
y segunda derivada con respecto a £ le ambos

miembros, obtenemos

) B cosh[ﬂ.('g’—l)]

U!a('g',ﬂ,) E)» m‘“ (25),
s senh[ﬂ(’;‘—-l)]

e~ A ————

2 coshA

1 i—ﬂ*—] COSh[A(é_ l)] é:a_I

v (64) ~ 2 cosh A I'(a) @7),
1 e cosh[A(-1)]
W{(é ;L) 2 cosh A Wil
v senh[).(!j—l)] g
WiEd) ~ 2% T cosha /11"(&) (29),
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L o COSH[A(E-1)] g2
wEA) ~ 5/1 " coshA " Al(a-1) (30),

En 4.(4), 4.(5), 4.(8)- 4.(14) las expresiones (22),
(23), (25), (30) vienen multiplicados por 1'(,”4.]);}"“
con [m] > 2,de modo que estos productos tienden a
cero si A — o0, como observamos en la seccion 5.

Para tomar en cuenta la contribucién al desarrollo
asintotico del punto de ramificacibn en z=0,
procedemos de la manera siguiente. De (16)
obtenemos el desarrollo en serie

o _2k-a+l

a=2 <
Fn(z) =-£*". ? Alrededor de z=0
k=0

Aplicando a esta serie la transformada de Laplace
inversa por término obtenemos una serie cuyas sumas
parciales son

N Aé) 2hro—2
(S =-2roay e

Procediendo de manera similar a partir de F1(z)
dada por (19), obtenemos

Z (A8)

I(-2k+ )

=2k +c=1

(32)

Las series infinitas ¢,.(.4) v ¢,.(&.4)son
divergentes, pero son series asintoticas en el sentido
de que un numero relativamente pequefia de términos
tomados en cuenta (N pequefio) produce una
aproximacion precisa (y mas precisa mientras mas
grande }) de la contribucion al desarrollo asintotica
correspondientes. Tomando en cuenta las
contribuciones ¢, (&,A) v ¢,,(&.4), las férmulas
(22), (23), (25)- (30) se modifican de la manera
siguiente. La funcién g(/'l.,é en (24) debe reempla-
zarse por ( P=0 para y,(&,4),p =1 para y(£.2))

i ,,  cosh(A&)-1
g(ék) + j' 2 [¢;r,.h’ (éﬂ) i _Sctffj).__ Q)P,N (1,1)}24)'

Los miembros derechos de (25)-(30) se
reemplazan respectivamente por

4 ~o-1 : " AS {
WA+ 57" | 0n(ER) ) 1) oy

"

wﬂ@szf[%AaM

SNl (LA :
-~ P )_ (26)

senh(lé]

!]/: ({5,/1) 0 { I,N(é’i) ———L 0y (l )") (27)°

?enh(/lé) senbide) g 0, ﬂ.] (28)

W(EA)+ X! {eﬁ (&:4)-

v, (§ A’)J“Aﬂ {Qh \(é ;L) ﬁ}(if) :..-\'(la’l)] (29)°

Senh(/l &)

WIEA)+ A‘“”[%.N(‘:,A) din(L A)}(aor
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