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RESUMEN

Se presenta una soluciAn matemAtica para el pro-
blema de la determinaciAn del "Momento de Inercia Polar
de Rigideces" y del "Centro de Rigidez" en una planta
de edificio que posea pArticos en direcciones arbitra-
rias.

Este problema es de fAcil soluciAn cuando los
pArticos son ortogonales entre sQoues se obtienen so-
luciones cerradas (puramente algebraicas). En cam-
bio, las soluciones que se emplean corrientemente para
un conjunto de pArticos no ortogonales son de tipo
matricial, en las cuales se obtienen resultados para cada
caso particular tratado, pero de ellos no es fAcil derivar
conclusiones generales.

De la colaboraciAn de los dos autores de este
trabajo (un ingeniero estructural y un matemAtico f@i-
co) han surgido soluciones relativamente sencillas,
representables algebraicamente, que permiten abrir un
amplio campo de estudios sobre el comportamiento de
edificaciones con pArticos ortogonales o no ortogonales.

Se ha partido de una aplicaciAn del teorema clA-
sico de P@ Alberto Castigliano, de uso frecuente en las
disciplinas estructurales, para encontrar formulaciones
que proporcionan la posiciAn del centro de rigidez (o
centro de torsiAn) y las direcciones de los ejes principa-
les de flexibilidad de cada planta del edificio. Se presen-
tan tambiEn curvas de nivel de las "Superficies de Ener-
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g@ ElAstica" asociadas a los casos tratados. las cuales
nos permiten deducir la presencia de "configuraciones
estructurales inestables a torsiAn" por carecer de un
centro de rigidez definido o por no poseer "momentos
polares de rigideces".

1 INTRODUCCICN

Al diseNar un edificio capaz de soportar solicita-
ciones s@micas, se maneja directamente una propie-
dad de cada losa © diafragma) que puede interpretarse
como "el momento polar de rigideces" de los pArticos
que posean trazas en dichos diafragmas (algunas ve-
ces se le llama "momento de inercia centr@ugo de las
rigideces"). Estos conceptos surgen cuando describi-
mos la dinAmica de "conjuntos de masas puntuales” o
las propiedades seccionales de un miembro sujeto a
torsiAn.

En los cursos clAsicos de MecAnica Racional o
de Resistencia de Materiales esta propiedad se relacio-
na con los problemas de rotaciAn de un conjunto de
"masas" o de "Areas" alrededor de cierto punto conoci-
do (tratando el problema sAlo en un plano). En estos
casos las "masas" o las "Areas" pueden ser definidas
con precisiAn con el empleo de sAlo 2 coordenadas (ade-
mAs de los valores de masa o Area elementales) referi-
das a cada "masa puntual" o cada "elemento diferencial
de Area" como ilustra la siguiente figura:



Figura 1:

Cuando nos referimos a edificaciones, esas
"masas" o esas "Areas" se convierten en lineas (las tra-
zas de los pArticos sobre el diafragma que considera-
mos). Esas "trazas", en teor@ pueden tener longitud
indefinida, ya que si los pArticos se desplazan seg(n
esas direcciones, el comportamiento de ese "diafragma”
0 "planta” de la edificaciAn no cambia. Esto se debe a
que desde el punto de vista de ingenier@, las imAgenes
planas de los pArticos que utilizamos en los cAlculos no
poseen rigidez alguna ante fuerzas que no estEn conte-
nidas en los planos de esas imAgenes. Esto se puede
mostrar en la figura 2. Debemos entonces postular los
siguientes conceptos:

1 Existe un "centro de rigidez" o "centro de torsiAn" con
las siguientes propiedades:

a. Cuando la resultante de las fuerzas exter-
nas pase por ese centro, el diafragma se tras-
lada sin rotar (la traslaciAn no necesariamen-
te coincide en direcciAn con la direcciAn de la
fuerza resultante).

b. Cuando se apliqgue un momento torsional al
diafragma (no importa donde, ni cAmo), ocu-
rrirA una rotaciAn pura alrededor de ese cen-
tro.

2 Cada pArtico (o pared estructural) posee una rigidez,
definida como la magnitud de la fuerza reactiva que
genera por unidad de desplazamiento, cuando se
impone a ese pArtico un desplazamiento horizontal
contenido en el plano del diafragma y en el plano del
pArtico.

3 Podemos definir una propiedad del ensamble com-
pleto de los pArticos que atraviesen o toquen a un
determinado diafragma como sigue:

donde R es la rigidez individual de un pArtico y i
distancia normal entre el centro de rigidez y la traza
individual de ese pArtico.

4 Si tomamos en cuenta el teorema de Castigliano (que
define un m@imo enErgico) 1 debe ser un m@imo
cuando las distancias ri se midan desde la posiciAn
del centro de rigidez existente.

Consideremos ahora las siguientes posibilidades

1) Un pQtico singular, orientado en cualquier di-
recciAn. Esta configuraciAn es estructuralmente inesta-
ble ya que sAlo puede oponerse a fuerzas contenidas
en el plano (o traza) del pArtico.

2) Dos pQticos paralelos entre si. Responden so-
lamente en direcciAn de las trazas. El diafragma posee
rigidez Torsional, pero no hay un Cnico centro de rigi-



3) Tres (o mAs) PQticos concurrentes hacia un
(nico punto del diafragma. La estructura responde a
fuerzas en cualquier direcciAn. La estructura no posee
rigidez Torsional.

Ninguno de estos tres casos es estructuralmente
aceptable, por lo tanto puede decirse que la condiciAn
general de estabilidad puede expresarse de la siguien-
te manera: Debe haber al menos tres pArticos cuyas
trazas no sean concurrentes en el plano del diafragma,
como en la figura siguiente:

4) Tres pQrticos que no son ni concurrentes ni
coplanares entre sA El diafragma resulta entonces
estructuralmente estable a momentos y a fuerzas apli-
cadas en su plano.

sino inclinado (su plano puedo seguir siendo vertical),
como ocurre en algunos edificios "exAticos". Esta situa-
ciAn se ilustra en la figura siguiente:

Para desplazamientos A notables o para Angulos
a grandes, este pArtico se comportar@ corno un pEn-
dulo invertido, con ley de variaciAn de repuesta cam-
biante de signo (o al menos de magnitud, pues no res-
ponde linealmente). Si tratarnos de desplazar este pAr-
tico hacia la derecha, tendremos una resistencia adi-
cional (de origen gravitacional); lo contrario ocurre si
desplazamos hacia la izquierda. La prAxima figura ilus-
tra una posible relaciAn de este tipo entre fuerza y des-
plazamiento:

Recordemos que en todo problema lineal de es-
tructuras, las funciones de energ@ de deformaciAn se
representan por superficies abiertas de segundo grado.
Podemos entonces predecir, basAndonos en argumen-
tos puramente de ingenier@ estructural, que las funcio-
nes a minimizar serAn de esta naturaleza. TambiEn apa-
recen superficies cerradas de segundo grado
(Elipsoides), pero en problemas de tipo diverso ala res-
puesta de una estructura, p. ej. Como una "superficie
de resistencia". (Superficie de Beltrami en teor@ de fa-
llas).

A continuaciAn se presenta el desarrollo mate-
mAtico realizado por el segundo de los autores, aplica-
do al problema que nos ocupa.
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5 ANELISIS MATEMETICO

MatemAticamente tenemos el problema siguien-
te. En un plano x, y (coordenadas cartesianas) tene-

mos un conjunto de N? 2 rectas /,....In.con ecuaciones

Usando la bien conocida fArmula para la distan-
cia de un punto a una recta, obtenemos de (2) que

que llevan al sistema de dos ecuaciones lineales:

donde

Tenemos con (5)

En la Gtima suma tomamos juntos los pares (r, j)
(tomamos N>»>=

y (6) obtenemos



y para verificar que esto es consistente con la segunda
ecuaciAn de (4) tenemos que comprobar que

0 equivalentemente, (usando D = 0)

De (3) se sigue que esta superficie viene descri-
ta por la ecuaciAn

(D=9 (16)

asociada a la parte cuadrAtica de (12) tiene los
autovalores



Epilogo: Este trabajo completa lo realizado en

Como hemos observado en la introduccifn, en  |a referencia [2], en donde se encontrA (por mEtodos
ciertas circunstancias tiene sentido tomar en cuenta la  N€Ur@ticos) una regla para determinar las direcciones
posibilidad de coeficientes de rigidez negativos. En este ~ Pincipales de desplazabilidad de una planta de edificio



con trazas de pArticos en cualquier direcciAn, y se pos-
tulA la condiciAn de minimo que hemos utilizado para
este trabajo.

Por razonamientos de tipo energCtico se puede
concluir tambiCn que la direcciAn de los ejes principa-
les de las elipses de flexibilidad definidas en [2] deben
coincidir con las direcciones de los ejes principales de
las superficies energCticas que se manejan en este tra-
bajo.

Pensamos que utilizando esta contribuciAn po-
dremos realizar, en trabajos futuros, anElisis
variacionales de los factores configuracionales 0 mecE-
nicos que influyan sobre el comportamiento torsional
de los edificios. Recordemos que un edificio no es mEs
gue una viga compleja en voladizo que puede tratarse
como sistema, igual que en las vigas clEsicas, las cua-
les ya sabemos manejar como tales por casi 290 afos,
aunque normalmente sAlo expresemos sus comporta-
mientos flexionales o cortantes, sin introducir otros,
como los homogCneos, que sin duda siempre estEn pre-
sentes, como en el caso de los pArticos, vistos como
vigas complejas (Ver Paparoni, [4])
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Fig. 1:
Curvas de Nivel de un Paraboloide Elfgtico.
SituaciAn Estable

Fig. 2:
Curvas de Nivel de un Cilindro ParabAlico. Situa-
ciAn Inestable

Figura 3:
Curvas de Nivel de un Paraboloide HiperbAlico.
SituaciAn Inestable
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