SOLUCIONES DEL MEDIO CONTINUO APLICABLES A PERFILES DE
CARGA GENERALIZABLES, A PARTIR DE LA ECUACION DIFERENCIAL
DE MURASHEYV, SIGALOV, Y BAYKOV. PARTE |

INTRODUCCION

En el campo de la Ingenieria Estructural, vy,
especificamente en el disefilo de estructuras
aporticadas capaces de resistir adecuadamente
fuerzas horizontales de sismo o de viento, los métodos
llamados del continuo, es decir, basados en funciones
continuas derivables, y no en métodos matriciales
discretos, permiten de manera rapida y efectiva
estudiar una considerable cantidad de casos reales
s6lo cambiando algunos parametros.

Originalmente dichos métodos fueron desarro-
llados para utilizar computadores o calculadoras
programables con muy pequefias capacidades de
memoria, pero su aplicacién ha demostrado que no
sélo sirven para eso, sino que han permitido realizar
estudios sistémicos sobre la conducta de Pdrticos,
aun a partir de resultados matriciales, a través del
empleo de sus parametros definitorios.

El Trabajo que presentamos es uno de una
serie ya planificada, en la cual se ofreceran soluciones
generalizables a casos de carga complejos y a confi-
guraciones de porticos cambiantes en altura.

También esperamos que sirva como confirma-
cién, puramente matematica, de la validez de trabajos
anteriores cuya consistencia habia sido evaluada por
contraste con soluciones discretas.
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MOTIVACION DE ESTE TRABAJO

La Ecuacion diferencial de Murashev, Sigalov,
Baykov [1] fue resuelta originalmente por sus autores
para condiciones de carga restringidas, es decir, una
distribucion rectangular.

Posteriormente, Paparoni [11] generaliz6 dichas
ecuaciones a las distribuciones de carga mas utiliza-
das en la practica estructural, es decir, cargas
concentradas (King- Kong) Cargas triangulares
(Portequiv), Momentos nodales concentrados
(Momentin) y Momentos Globales (Momenton).

La razdn de haber realizado esos trabajos con-
siste en que esta ecuacion diferencial, en preferencia
a otras conocidos en la literatura, toma en cuenta los
parametros mas importantes que influyen en la con-
ducta de una estructura aporticada, es decir. el
parametros A ‘factor de acoplamiento) y el parametro |,

(factor de columnizacién) equivalente al
(v2-1 ,\,:_,parémetro

~ lutilizado en este trabajo,

En una larga serie de trabajos dirigidos por
Paparoni entre ellos [2] a [12] Las soluciones desarro-
lladas por éste fueron sometidas a verificaciones nu-
méricas contrastandolas con soluciones matriciales
de poérticos de muy diversos tipos.

Esas verificaciones demostraron que, como
instrumentas de predimensionamiento o de
verificacion rapida de estructuras existentes, las
ecuaciones desarrolladas por Paparoni, eran
suficientemente buenas para su aplicacion practica.
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Dichas ecuaciones separaban, analiticamente, las
contribuciones de la solucion Homogénea (Influencia de
los Empotramientos de la base), la solucién de Cortante
(Celdas de Cortante) y la solucion Flexional (Haz
Columnas mas Voladizo Plantar), lo cual permitié su
empleo en el estudio de la clasificacién de pérticos y su
extensibn a casos discretos (como aproximacion a
calculos reales de estructuras discretizadas, en donde el
parametro N, nimero de pisos, aparecié como tercer
parametro adimensional definitorio de las soluciones
extendidas).

A lo largo de ese proceso de verificacion surgie-
ron tanto dudas como deseos de extender las soluciones
de la ecuacion diferencial de MSB a otros casos de
carga generalizados, asi como al tratar de resolver una
inestabilidad que se presentaba en las soluciones de
Paparoni para % menores de 2

Este trabajo es un intento de retomar el hilo ma-
tematico en este campo, pues creemos que las solu-
ciones que saldran de éste y de préximos trabajos,
permitiran tanto generalizar al mayor nimero de casos
posibles las soluciones que se encuentren, como
eliminar las inestabilidades numéricas que se han en-
contrado al aplicar las ecuaciones de Paparoni, en es-
pecial para cargas triangulares.

Otro objetivo, no menos importante que éste,
es el poder describir cualquier caso de carga prove-
niente de andlisis dinamicos con ecuaciones de este
tipo.

El trabajo de Casadei recientemente, pre-
sentado, muestra resultados aparentemente inespera-
dos, es decir, que ciertos perfiles de carga aplicados a la
metodologia que hoy conocemos como Push-Over, es
decir un método practico de verificar las potenciales
ductilidades de poérticos con diversas configuraciones,
revelan ductilidades marcadamente diferentes entre si al
cambiar los perfiles de carga haciendo dudar de la
pertinencia de algunos conceptos establecidos, ya desde
hace medio siglo, en la Ingenieria Sismica.

2. ANALISIS MATEMATICO

Nuestro punto de partida es la ecuacion diferen-
cial de Murashev-Sigalov-Baykov (ecuacion diferencial de
un pértico)

K

i 1(x K A2)
K_\,.M_C{\J.»JFM}_ gx); 0sx<H (1),
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donde K (suma de las rigideces seccionales de las co-

lumnas del pértico), C (rigidez a cortante del poértico) y

K (rigidez flexional del portico) son constantes, M (x)
es el momento exterior producido por las cargas y

g (x) es la funcién de carga segun la altura :x. En este

trabajo nos restringimos a cardas de la forma

e
gdx)=g(—)''n=0123...........
7\ il T ) 5 (2),

donde g:, es una constante.

Las condiciones de borde para la ecuacion dife-
rencial son

, . L TH
\(O)= 0.\'“" =5 \"”'{:H): OvK.\" 3_(0}= - q
: ; n+l
donde
gH
;j+l = Q(0), siendo Q(x)= J‘Jfrﬂ Hdt (4)

el cortante, y de donde el momento M (x) se obtiene
por

M(x)=-["0(s)ds= [ 0(s)ds+M(0)  6)

Introduciendo los parametros positivos; y s Ay
la nueva variable é definidos por

4 K 2 K H X
§o= - Vi=l+— A= E=
cv™ Ky’ §= == of (6),
(1),(2) y (3) se transforman en
u(E) - Xu®(E)= g(&) ;05 E<1 (7)
con (&)= As*qe + s L Lpace) (g
2
- () o il (3) /U.\‘"*c}
u (0)=u"0)=0,u“M)=0,u"(0)=—— (9)
n+1

donde introducimos la notacion .ff &)= f(HE)para

funciones f(x y donde

w(&)= K5(&)= Ky(HE) (10)

De (2), (4) y (5) encontramos
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L.
(©) (n+1D)(n+2)

[—éj'ﬂ+{u+2}§—(n+l)] (11)

Para encontrar la solucién del problema plantea-
do por (7), (8), (9) y (11), escribimos en lugar de (9)

As'q
n+1

u (0)=u(0)=0,u®0)=06,u”(0)=- (12)
donde 6 es una constante que falta por determinar. In-

troducimos la solucién fundamental

E (&) —%h(é)[wh( AE) - A&] (13)

d* d’

L=—-1— T ECEY =
del operador d& 4 (esdecir LE(E) =6(&)
la delta de Dirac), donde

Heaviside (iauala O para £<0 eigualalpara £ >0).
Escribiendo

h (&) eslafuncion de

v (&) =h(&)u),

obtenemos de (7) y (12) la ecuacion diferencial (en
sentido distribucional)

4 4n

4 2 (), F = /1
vO(E)- BVO(E)= h(E)g( &) - ——
n+l

con solucién

44"

v (§)-E©&)* th(é)g(é%’1 : 5(5)+66‘"<§)J

4 4

=k & ]} E€-ng (0di- iif E (€)+6E"(©),

donde * es el producto de ¢ onvolucién. De aqui se ob-
serva tiene finalmente, con (13)

u (&)= % J‘; {sen.h[ﬂ. (E- f)]— AE- !)}g (t)dt

[cosh(lg} 1] (4

De (14) obtenemos

UP(E) = .;{._ _[; senh[l (& - .f)]g (1)dt

5(&)+686" (&),
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q senh(AE)+6 cosh(AE),
n+l
de donde, aplicando la condicion «'*(1)= 0 en (9),

obtenemos una expresion para e la cual por sustitu-
cion en (14) lleva a

u (&)= R.f"(}[ J-; {senh[ﬂ. (€~ r)] -A(E- r)}g* (t)dt

Cosh(2£)-1 ( Senha ]J
senh(AE)— AE|+ -1
n+l[m” > gl CoshA \ n+l (15)
donde Ji= _[[:A\'enh[;‘l.(l— r)]g*(r)dr (16)

Xi=1)

m[ "4+ (n+2)- 11+l)](17)

gx(=1"+

#(&)= J: {senh[l(ij— 1] - M- I)}g*(r)dr (18)

El cédmputo de la funcién

que aparece en (15), requiere de la evaluacion de inte-
grales de la forma

L.(5)= J{: senh( A(&E— r))r‘“dr:m: 0l1,2... (19)

Y L,(8)= jn (t— E"dtim=0],2,.. (20)
N = ém-'rl

Es facil verque L, (§)= (21)

_(m+]}(n-r+ 2)

Para/, (&) encontramos la formula de reduccion

1,(8)=- i{ m(?} l) I _(Em=23,.

- (22)

con
S ey P
I(&)= ;[COSI]{;{L’,)— 1] (&)= —I+E.ﬁenh();§)(23)

Por las potenciasde 4. n los denominadores es-
tas formulas no sirven para calcular y gréaficar Lt(g" )Y

sus derivads para valores pequefios dey 4. estepro-

blema se agrava mientras mas grande in. Sin
embargo, tenemos las relaciones



)Crh—l z 8 )LE g3 ;"i.”; ni
——1 (&)= senh(AE)— AL > T 3
m! 3 m!
para mimpar (24),
e " e HE AE"
—1I (&)= cosh(AE)—1- ——— v——
m ? ° 2 4l !
para m par (25),

de donde se obtiene

i;l

0 E<1(m= 0] ‘3.3...._}(25)

(&)= AmE™ Z

tm-r’pl-r_

De (15)-(20) tenemos, introduciendod /( é defi-
nida por

/L_(\-'_ = .
[

né)=1I &)+ AL (&) + ————|-1 ,(E)-AL,
Wi LB \(H+I)nf"} = =T

()

Hn+ 2L E)+ AL (E)} = (n+1){1(E)+ ALy(E)}| @7)

u (E)=As'qué)+ 2 .5'4.%— {senh(AE)— A&}

7 i

cosh(A&)—1 [.ﬂ;(?nhl
+

n+l

- I]JLOS E<1 (28)

cosni
donde [ (&) esta dada por (21),y

2vi-1)

I=1()+ ~1 . (M+(+ 21 (1)= (n+1)I,(1)] 29)

vin+1)(n+2)

Implementamos (24)-(29) en un programa con
Mathematica para calcular y graficary u( c_f) sus pri

meras tres derivadas. Los experimentos numéricos rea-
lizados confirman que Mathematica evalua correctamente
la serie infinita en (26) (los resultados son idénticos a los
que se obtienen de (22),(23) O (24),(25)) para

un amplio rango de variacibn de 171y A aungue (como
es de esperar) empiezan problemas con la precisiéon
tA.Para A>1
efectuamos los calculas usando (24),(25) en lugar de

(26). Algunos resultados graficos se muestran al final
de este trabajo. El programa también permite la salida

cerca de g“ — | para valores grandes d

de valores puntuales de ( é) y sus primeras tres deri-
vedas. Suprimiendo la asignaciéon de valores numeri-
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cosa AH . Y V el programa permite la salida de

u(&)
y estas derivadas en Corma analitica para valores se
leccionados de n..

H(E)(k=

funciones 1;'* '( i ,'L) de A )ara valores seleccionados

Es de interés graficar i .2.3) como

de G € [():I] Consideremos ahora el caso limite
A — 0 (lo que segin (6) implica que § — %de tal
maneraque AS queda constantemente igual a H). Sus

tituyendo  A=0 en (7),(8),(11) obtenemos la ecua
clon diferencial

1

n+l

con u(0)= u"(0)= 0,u”()= 0,u'¥(0)=- (31

como condiciones de borde, segun (9). De (30),(31)
se obtiene la solucién (usando (21))

H'g

~(n+DL(E)+(n+2)L(E)-L (&)
{Ji-i']'l{.'f-%_'-'_)[ 0\ NS 2 51(32)

[N afl =

Usando desarrollos de Taylor de las funciones
hiperbdlicas involucradas, podemos verificar que

I ED S u™
todo k. Este resultado se obtiene sin la necesidad de
explicar ) —secen@)vi k-0 (v’ —000b-
servemos que  ¢,( u.f_l no depende de y.

(£)en0< £<1 si A — 0,para

Para las graficas de  u(&, A) enfuncionde : A, para
valores seleccionados de & . nuestro programa produ-
ce graficas (u( &, A) asumiendo su

maximo u”[;") en A= 1 encontramos

0).Para &=

que u(1,A) llene para ] —s == una asintota horizontal
a la altura de

H*i(v
Vin+1)(n+2)

y-1)

u(l go)= =L,.,(1)+(n+2)L,(1)=(n+1)L,(1 }(33)

De (32), (33) obtenemos la razén

u(leo) vi-1

u,(1)

2 (34)

la cual es independiente de n. Por razones de espacio
dejaremos para una publicacion futura el estudio mate-
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mético de las gréficas de u(£,A) paravalores ¢ # |
el estudio de las graficas de las ;)¢ &, A) Sinembar
go, se presentan algunos resultados graficos al final de
este trabajo, para los casos n.=0 (carga uniforme) y
n=1 (carga triangular) solamente, pero es igualmente
sencillo obtenerlas para cualquier valor de n.

También programamos las salidas de las grafi-
casaoe 1" (&, A)(k = 0,1,2.3) como funciones simulta-

nearde : £ v A Eiemplos de las superficies correspon

dientes se muestran al final del trabajo. Partiendo de
(27)-(29), y las relaciones

I %&=ml (&L *(E=mI, _(E);m>1 (35

la programacién de las derivadas es sencilla (aunque
los casos n=0,1,2 deben tratarse por separado).
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También podemos representar superficies en
funcionde £.v o A,v como variables independientes.

La formula (15) para la solucién del problema de
valores en la frontera (7),(9) es completamente ge-
neral, siendo valida para cualquier término forzante
@(£). Este hecho permite abordar matematicamente

(o por lo menos numericamente) un sin humero
de situaciones mas generales, para una gran variedad
de cargas q(x) diferentes, incluso con situaciones que
involucran a cargas y/o momentos puntuales. El méto-
do empleado arriba (reduccion del problema de valo-
res en la frontera a un problema de valores iniciales
iniciales (7),(12)) permite acomodar facilmente modifi-
caciones de las condiciones de borde. Esperamos, en
trabajos futuros, atender a estas generalizaciones del
presente trabajo.

Grafica 1: [L(Deflexion)
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