ESTUDIO DE LAS
CONDICIONES
DE BORDE PARA
LA ECUACION

DIFERENCIAL
DE MURASHEV 1. Introduccién
SIGALOV BAYKOV La ecuacion diferencial para la deflexion

y(x)(0<x < H) de un portico de altura H bajo la
accion de una carga horizontal g(x) (N /m) viene
dada por ([1])

Ky () - C1+ 1)y (x) = q<x>+K£M<x); 0<x<H(1)

0
Donde K,K, y C son parametros de rigidez,

K , .
1 :K—y M (x) el momento inducido por la car-
0
ga g(x) a la altura x. Introduciendo las nuevas

variables € =%; u(Ee)=Ky(He) y los parame-

tros S? =

(S>0), A a2 y escribiendo
C+p) S
f(g) = f(He)parafunciones f(x), (1) se transforma

en:
niE)-AMu’e)=g();, 0<e<l (2)

2 2
)= H'ge)+ 1 i)
I+pu

M(e)=~H[Om)dn =H’ [€ -7 (3)

B Peter Hummelgeus - L
m Mario Paparoni Oe) = H'[q(T])dT] (cortante)
€
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En [1] hemos utilizado las condiciones de borde

u(0)=0; w'(0)=0; p’(1)="0; u"(0)=-H'0(0) (4)

Las primeras dos condiciones dicen que la base
€ =0 esta empotrado, la tercera condicion expresa
que el momento interno es ceroeneltopee =1lyla
cuarta condicion significa que en la base la derivada
del momento interno es igual a la carga total. Las
mismas condiciones (4) en la literatura, como por
ejemplo [2], [3].

Aunque las condiciones (4) son razonables desde
un punto de vista de la ingenieria estructural, pueden
contemplarse otros conjuntos de condiciones de
borde también razonables. El objetivo del presente
trabajo es de profundizar en esta materia.

Una pregunta inmediata es por ejemplo: ¢ Cuales
son las condiciones para un extremo libre en€ =1?
(observamos que (4) consiste de tres condiciones
en la base y una sola condicion en el tope). Una via
para obtener estas condiciones es la de formular
un problema variacional cuya ecuacion de Euler-
Lagrange coincida con la ecuacion diferencial (1):
las condiciones de extremo libre son entonces las
condiciones naturales del problema variacional en
este extremo. Segun un principio general, el pro-
blema variacional expresa la minimizacion de la
energia potencial total. Otra manera para obtener
las condiciones de extremo libre y otros conjuntos
de condiciones de borde de interés es el estudio del

et -\ d/ 2 (que figura

en (2)) sobre un conjunto de funciones ¢ € C ([0,1])
gue satisfacen ciertas condiciones de bordeene =0
y € =1, buscando aquellas condiciones de borde que
hacen de un operador autoconjugado.

operador diferencial 4 =

2. El Operador A, extremo libre ene =1

Definimos el productc1> interno de dos funciones
f(€),8(€) por (f,g)= If(e)g(e)de (el producto

. Ve 0 .
interno estandar en . Tenemos integrando por partes
repetidamente,

(Ad,y) = ljtb“w de =7»21J¢’\|f de

b wli-2bwl; f¢
Eb”’w]’o—kzb’wl—b’w’hh”w
w]b—lzb’wl—b”whlh”w

1
"de + kzjq)’w’de
0
1
"de +N jq)’w'de, es decir
0

(40.y)= de 41 [o'y de(1)

Continuando la integracion por partes obtenemos
de (1) finalmente

(A0y) = 0; 4y)+ b"y -0y ]‘+h>w”—¢”w’];+x2h>w’—¢(’u2!)]z

Imponiendo las condiciones

1(0)=0, u'(0)=0 3)
parall =¢y U =V, los términos

oy —ow”li+byw -0yl + Vv -0y ]
en (2) producen la expresion:

Cow) = b0 -2’0 ) - b - 230 by +o' ) - 4(>;()1>w'<1)

Ademas, con (3) la relacion (1) se simplifica a

A0.w)=b 0 - 2ol m-o"aww + j¢”w”de+xzj¢wde

e (4), (5) vemos que (1), (2) se simplifica a
AGN) = j¢” "de + 1 j¢’w’ds (6)
AG.y) =(9,4y) (7)

Respectivamente si ¢ (€),y (¢) cumplen las con-
diciones de borde (incluyendo (3))

1(0)=0, 1’ (0)=0,u (1) =0, " ()= A"u'(1)=0 (8)

La relacion (7) dice que A es un operador auto-
conjugado cuando su dominio D, consiste de todas
las u e C*([0,1]) que satisfacen fas condiciones de
borde (8). De (6) se sigue que (A4¢,d) > 0 para todo
de D,,0 #0 (es decir 4 es un operador positivo).
De hecho (6) implica que

(40,0) = [b"(e)] de + [0’lie)] de 20, 0 € D, y

(40.0)=0- [ p’e)] de =0 > ¢'(e) =0 en 0<e <1 (9)
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0(e)=constanteen0<e <1,

Pero como ¢ (0) = 0 la constante tiene que ser
0, es decir ¢ = 0, lo que demuestra la afirmacion.
Como consecuencia todos los autovalores de 4
(con su dominio D,) son positivos ya que siendo

¢ una autofuncion correspondiente al autovalor v

tenemos v = (4 ¢(V (”‘7’" = (9, (i))) De (7)

se sigue facilmente que autofunmones ?,(€), 9,(¢)

correspondientes a autovalores distintos son orto-
gonales (es decir (¢, , ¢,) =0). En (4) encontramos
los autovalores y autofunciones numeéricamente
segun la teoria general de los problemas tipo
Sturm-Liouville todos los autovalores son simples
y las autofunciones forman un sistema ortogonal
y completo (una base ortogonal) en L? (0;1). Estas
propiedades permiten obtener la solucion de 1.(2)
bajo las condiciones (8) en la forma de una serie de
Fourier en las autofunciones.

Veamos ahora la relacion entre las condiciones
(8) y 1.(4). Integrando la ecuacion diferencial 1.(2)
con respecto a ede e=0 a e=1y tomando en
cuenta 1 (0)=0y 1.(3), resulta que

&ZHZ

W)= 2D = 17O+ HO(0)+ 7 u

p _([A7[ (€)de

De (9) vemos que 1.(4) y (8) son equivalentes
solamente en el limite L — 0

A continuacion veremos como las ultimas dos
condiciones en (8) surgen como condiciones natu-
rales en =1 para un problema variacional. Sea S la
clase delas ¢ e C*([0;H ]) que satisface (3) (con u
reemplazada por ¢). No imponemos condiciones de
borde enx = H, consideremos el funcional F': S — R
definido por

|-~ [| K@"C0)+ Cl+ 1) (') -2 {q(x)+—M(x>}¢(x)}d(x)(10)

NI»—-

Y representando la energia potencial total del
sistema cuando en el estado de deflexion ¢ (x).
Segun un principio fisico general, la correspondiente
deflexion y(x) bajo la accidn de la carga ¢g(x) (y de-
pendiendo ademas de las posibles condiciones de
borde impuestas) es la ¢ € S que minimiza F sobre
S. Es decir F [¢] alcanza su valor minimo precisa-
mente cuando ¢ = y.

Consideremos variaciones alrededor de y(x) de
la forma

d(x)=y(x)+enx);0sx<H (11)

Donde ne C~(0;H) con soporte compacto sop
nC(0; H ). Observemos que g S'y ¢=y para
=0 siendo eun parametro real en un intervalo abierto
alrededor e=0. Como y(x) debe minimizar F' sobre el
conjunto de las ¢(x) de la forma (11), la funcion real
F(g) = F[y+e&n]delavariable real & debe alcanzar
un minimo en =0, lo que implica que

dF
ar o _ (12)
- 0)=0

Tenemos de (10)

F(e) =%If

0

KO/ +en) + U+ )/ +en'y - {q .

0

de donde con (12) tenemos

H
n,n

c
I[Kyn +C(1+ ) yn’ qn—?Mn}dx 0,
0 0

Y luego via integracio’n por partes (13)

Khm'=yl+ca+wbal+ j

Para los n(x) conS|derados en (11), los términos

Kyn =y nl+ca+uwyn]?en (13) son cero,
de modo que (13) implica que

H
| [Ky“) —c<1+u)y”—q—K£M]nd<x) =0
0

0

Para todo n(x) considerados segun el lema
fundamental del calculo de variaciones concluimos
que se cumple 1.(1), apareciendo ahora como la
ecuacion de Euler-Lagrange de nuestro problema
variacional.

Ahora observamos que en (11) podemos permitir
funciones n e C*([0; # ]) que junto con sus derivadas
pueden tomar valores arbitrarios en x = H ya que no
impusimos condiciones de borde en x = H. Con estas
n(x) obtenemos nuevamente (13), donde ahora por
1.(1) la integral es cero y solamente queda:

Kb =ymli+ca+wbmly=o,

&

}(y + en)]

—C+ )y q—K%M}nd(x
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De donde con N(0) =0, n°(0) = 0 se sigue que

Ky"(H W (H)+[C(1+ w)y' (H) - Ky"(H)n(H) =0
Y luego por la arbitrariedad de n(H), n'(H) que

Y'(H)=0, CU+ W)y (H)-Ky"(H)=0 (14)

Transformando a las variables €, u(€) vemos que
(14) es equivalente con las ultimas dos condiciones
de borde en (8). Encontramos entonces que estas
condiciones son las condiciones naturales en e =1
para nuestro problema variacional y corresponde
con la ausencia de condiciones impuestas en , o
que puede expresar diciendo que € =1 es un “ex-
tremo libre”.

3. Otras condiciones de borde

Otro conjunto razonable de condiciones de borde
esta dado por

1(0)=0, L'(0)=0, u()=0,’MH=0 (1)

(Ambos extremos empotrados).De 2. (1), 2. (4)
vemos que con las condiciones (1) tenemos de nue-
vo 2. (6)y2.(7) (yaque C(¢,yr)=0en 2. (4)). Como
consecuencia tenemos en este caso las mismas
propiedades de los autovalores y las autofunciones
como mencionados en la seccién 2 (pero con otros
autovalores y otras autofunciones). Otros conjuntos
de condiciones de borde que producen 2.(6) y 2.(7),
son por ejemplo:

1(0)=0, 1'(0)=0, u(1)=0, u" (N =0 (@)

1(0)=0,'(0)=0, ' M) =0,u"MH=0  (3)

Consideremos las condiciones

H(0)=0, ' (0)=0,8" w'()+B" 1) = 0,u"() - A'p'(1) = 0(4)

Donde (B’,8”)#(0,0). Con estas condiciones
tenemos C(¢,y) = 0 en 2.(4), de modo que obtene-
mos nuevamente 2.(7) y la ortogonalidad de auto-
funciones correspondientes a distintos autovalores,

las autofunciones formando una base ortogonal de
L?(0;1). Observemos que 2.(8) es un caso particular
(B’=0,B” =1) de (4), pero que en el caso general
puede ser que 2.(6) no se cumple. Notamos que con
la arbitrariedad de la seleccion de [/, 3”,(4), produce
un conjunto infinito de condiciones de borde.

Hasta ahora hemos considerado unicamente
condiciones de borde no mixtas (es decir en cada
condicion esta involucrado un solo extremo). Para
las condiciones mixtas

1(0)=p(1), 1'(0) =p(1), " (0) = 1" (1), 1"(0) =" (1)(5)

Tenemos 2.(6) y 2.(7) ( estas son condiciones
periddicas). Muchas mas condiciones mixtas pue-
den construirse artificialmente, pero nos parece un
ejercicio inutil considerarlas en extenso.

Finalmente queremos hacer algunas observacio-
nes sobre las cond|C|ones1 (4). Aprimera vista la con-
dicién u”(0)=-H" Q(O) para indicar que diferentes

cargas g(x) mduce;n diferentes condiciones de borde

(yaque Q(O) = Hja(n)dn segun 1.(3). Sin embargo

podemos dividir ambos miembros de la ecuacion
diferencial 1.(2) por Q(O) obteniendo una ecuacion

k(e)

diferencial equivalente en V(&) ==y las condi-
0(0)
ciones de borde v(0)=0,v(0)=0,v"(1)=0,v"(0)= —H"

donde no aparece el cortante.

En la seccidon 2 encontramos que las condiciones
(1) =0, u”(0) =—H>Q(0)en 1.(4) no corresponden
a un extremo libre en € =1, si no que éstas estan
dadas por las ultimas dos cond|C|ones en2. (§) Por

), 11(0) = 0, si la condicién u”(0) = —H’0(0) es
equwalente con la condicion

2
) - u =2

jM(e)de (6)

Abase de estas observaciones nos parece de in-
terés repetir nuestros estudios anteriores empleando
las condiciones 2.(8) en lugar de 1.(4).

Finalmente observamos que las condiciones de
borde 2.(8) tienen aplicacién en el estudio de los
modos fundamentales del problema dinamico.

Este es un trabajo que termina aqui, constituye
un ejercicio para buscar otras condiciones de bor-
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de aplicables a la ecuacion diferencial que hemos
manejado en trabajos anteriores, ejercicio éste que
se deja para publicaciones posteriores.
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