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En este trabajo se muestra la relacién entre la consecuencia 16-
gica y los lenguajes de orden superior. Esta peculiar perspectiva
tiene dos objetivos: primero, mostrar cémo podemos ensefar
légica de orden superior; segundo, ofrecer algunos materiales
bssxcos que podemos utilizar para alcanzar nuestm objetivo sa-
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This work shows the relationship between logical consequence

and higher-order languages. This peculiar perpective has two

objetives: first, to show how we can teach higher-order logic,
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§1

En el marco del primer Taller de Dzdactlca de la Légica (2007), pre-
algunas id, en relacién con el con-
cepto de consecuencia logica desde una peculiar perspectiva, a saber: cual
es el compromiso que debemos asumir al ensefiar el concepto de conse-
cuencia presentado por las profesoras Manzano y Huertas en su libro de
texto Légica para principiantes'. En efecto, para ellas, uno de los objeti-
vos fundamentales de la 16gica es estudiar el concepto de consecuencia?;
o lo que es equivalente, el estudio de lo razonamientos vélidos o correc-
tos3. En otras palabras, la consecuencia no es mas que una relacion que se
establece entre un conjunto de formulas que se toman como premisas o
hipétesis y otra a la que se denomina conclusion, en virtud de la cual toda
interpretacion que satisface las hipotesis, satisface la conclusion®.

A su vez, procuramos mostrar algunas razones por las cuales
podemos emplear este texto como un instrumento innovador, efi-
caze para la fi de la logica clasica con lo
cual nos comprometimos, pamcularmcnte con una semantica ex-

ional, bivalente, veritati 1, con ciertos de
existencia® como también, porqué no decirlo, con las propmdades”

que son invariantes’ pecto a determinadas transfor

T M. Manzano & A. Huertas: Lgica para principiantes, Madrid, Alianza, 2004,

“Es natural que en la légica clésica las consecuencias légicas estén cerradas bajo la
elacitn de inferencia. Por ciemplo, Tarski pide que las consecuencias légicas de las con-
secuencias légic: fiadan nada, es decir, Cn (Cn) = Cn(A).” Raymundo Morado: “Pro-
Biemas Hlosohcas de I 5gica mo monotonica Filosofia de la mg.m, 27. EIAF, Madrid,
Trotta, 2004 p. 318; Christopher Gauker: A Second Course in Loeic~ pp. 6-27 consulta’
doenli Barwese-Et-
chemendy: Language, Proof and Logic, 1999, p. 28-31; Quine: Log.m ‘matematica, Madrid,
Aliansa, J072. P. 277-309.

Manzano, M. & Huertas, A., Op.it. p. 3.

Ibid., p. 398. Se define una légica
reglas gramaticales de formacion de formulas y se atribuye significado a las expunnnu
del lenguaje mediante interpretaciones semanticas. Ibd., p. 393-409. Gauker, Op.

N
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cl Reymundo Morado & Arel Campirdn: “Sobre la ensefianza de las logicas no cldsicas’,
PP. 7-36, Ergo, n* 17, Nueva Epoca, 20
Las metapropiedades de monotonia, reﬂexwxdnd y corte. La comparacion entre légicas
requiere una cierta c de las mismas y un respecto de la
siguiente cuestion: ¢Es la logica :laslca ‘un sisteme 1ogicd univeraal, adecuads para ser
utilizado en todas las dreas en las que se aplica la logica? Cf. M. Manzano: “Divergencia
ynv-hdad oo igiea’s Flcoufla dnta léglcn 27, EIAF. Madrid: Trotta, 2004, p. 7
7 légicos si pod | universo
pm demostrar Ia invariancia del coRCepto bajo clerto gFupD d¢ tranaformaciones (a par.
tir de su propia definicion semantica de consecuencia). Cf. Nikolic: "La invariancia como.
criterio de significatividad en los lenguajes formales”, pp. 33-51, 2004.

“Demaneraque un coneepen es gieo s po

el universo que idealmente represer
y demostrar la invariancia del concepzo bqo s astorms e, T Jeurqun de tipos

o

®

140 Légoi, Revista de Filosofia
ISSN: 1316-693X



Johnder Baez

que interpretan o estan asociadas a regularidades de ciertas par-
celas del mundo®. Finalmente, mostramos nuestra visién en rela-
cién con la existencia de distintos sistemas logicos® que restringi-
mos, en el marco de la presentacién Manzano y Huertas en Légica
parap a la légica proposicional y de primer orden.

Ahora bien, si logramos que nuestros alumnos se sientan mo-
tivados a pamclpar en un nuevo curso de légica clasica, después
de haber el texto de M: y Huertas,
quizas sea el momento de plasmar nuestra visién particular en
la ensenanza de la logica clasica. En efecto, sin ser maestros y
sin pretender realizar una reflexion sistematica de filosofia de la
légica, podemos esbozar nuestra perspectiva en el marco de dos
preguntas relevantes, a saber: a) cémo podemos ensefiar logica de
orden superior y b) qué materiales podemos utilizar para alcanzar
nuestro objetivo satisfactoriamente.

Este trabajo se centra en las En
a este tenor declaramos de entrada que nuestra exposicién se enfocara
nuevamente en Légica para principiantes sin que ello sea bice, en de-

itiva, para tener en consideracion los apuntes del profesor Cristopher
Gauker", que nos permitan proyectar un sentido que nos criente hacia
nuestro objetivo que no es otro que presentar, desde nuestra peculiar vi-
sién, como podemos ensefiar logica de orden superior* en un segundo
curso universitario y-qué materiales podemos utilizar para lograr nues-

finktos

del empleada y
b c., segin

n las Me
Gee, Sher, Mostowli, o el Tarakl analiza ey logicas de los Prircipia Mathema-
ticae y muestra que son invariante permutaciones del universo de individuos de la
jerarquia; concretaments, ningn lmhvxdun Jo e, el vacioy In clase uniersal s lo sony
‘también las relaciones bi vac sal, xdenudnd yo complzmenun. por
citar tan o a4 clasoe de los peimerot aivelss o5 I
$/Qué os csa cosa lamada logicar- pp. 5-6, 2005. Consultads en e ia Is/os/2007
por: http://logicae.usal.es/mara
9 Ibid,p.5.
10 Cf. Raymundo Morado & Ariel Campiran, Op. cit. L.
11 Noa dice Gauker que su trabajo s ..a fee book, 148 pages fsc. It i foranyone who has
had logic course and nclude soundness
and campletenen for ﬁrn order logic, Tarski's theorem on the undeﬁmhnhty of truth,
G3delsincompletenesa theorems, the undecidabilty of first-arder logi,  amattering of
second-order logic, and modal logic (both propositional and quanti

10374 Cincinnati, OH 45221-

0374. e-mail: christopher.gauker@uc.edu

CL. Raymundo Morado: “4Qué e8 I que dsbe saber una persona educada en ligica?”, en

Raymundo Morado (Comp.): La Razén Comunicada. Materiales del Taller de Diddctica de
\pa, Veracruz, Universidad Veracruzana, Universidad de Xalapa, T

Asociados, TDL, 1999.
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tro objetivo. Ahora bien, como entendemos por logica, sin realizar una
definicién comprensiva del término, la razén coherente para proceder,
la razén consistente para disefiar un proceso filoséfico y la razon perti-
nente para alcanzar la solucién a los problemas cientificos*, necesitamos
restringir nuestro discurso tinicamente a la I6gica de segundo orden’s por
razones de simplicidad y elegancia. Como sabemos, en cierto modo, los
lenguajes de orden mayor a dos pueden reducirse a los de segundo orden,
y esto nos permite delimitar nuestro discurso Gnicamente a la logica de
segundo orden®. Asimismo creemos que este protocolo nos exime tanto
de presentar un anilisis exhaustivo del lenguaje, la seméntica formal y el
calculo deductivo de la l6gica de segundo orden, como hacer explicitas las
criticas de los filésofos de la l6gica que arguyen que la logica de segundo
orden es una teoria de conjuntos” en disfraz'®. Esto nos lleva afirmar que
nos limitaremos exclusivamente a los aspectos didécticos y pedagogicos

15" Hoy en din, Ia it do raclonalidad inwolucrs computar biea, caleular o procesar efi-
cientemente la informacion disponible... Por ello], la persona légicamente racional ya no
s6lo serd <<la que argumenta nena, i <<quicn habia y comprende biem>s, i <<aquella
que domina el algebra del pensamiento>>, sino aquella que <<procesa bien la informa-
cion, dado su contexto>>". Morado, Raymundo, Op. cit, “Problemas filoséficos de la 16gi-
ca. 7.

En muchos casos se toma a la matemética como paradigma de racionalidad Vogea. ~Ya

que Ia disciplina Gloséfica mas cercana & 1a lgica en a antologia, como

en Parménides, o Avimtelen, o I flosotia del lengusie. como e

Ohkhamm, sinn In & losatia de 145 mavermitican. coms on Frege y Russell”. Ibid., 315.

Uno de I disti de la légica de do orden es su capacidad expresiva,

pues hay muchos conceptos importantes que no son expresables en sentencias de pri-

mer orden pero i de segundo orden. Por ejemplo, el concepto de infintud, I relacién de
identidad, etc. Cf. Jané: “Légica de orden superior”, pp. 109-115, Ldgica, 5, EIAF, Madrid,

Trotta, 1995, Hamilton: Lagica para matematicos, 1561, pp 116-139.

“Higher-order Logic’, en Gabbay-Guenthner, pp. 323-4, 1983, cit
auker, Op. cit., pp. 133-141.

“En Ia teoria axiomatica de Zermelo Fraenkel se respeta n idea fundamental de aceptar

que una coleccion de objetos pueda ser un conjunto, pero se impone la condicion de que.

todos los objetos de la coleccion deben haberse formao antes d& definis dicha coleceion,
 de esta manera se evitarhlos problemas que conducen a las paradojas. Una de los axio-
mas de la teoria impondré esta restriccion: "Si X es un conjunto ya construido existe un
conjunto Y formado por los elementos de X que aatisfacen un predicado P que log descri-

un predicado describira un conjunto s6lo si los objetos han sido ya construidos

(son un conjunto X) y ademas satisfacen el predicado™. M. Manzano: Teoria de conjuntos,

P. 8,2002. linea el dia en: i Les/mara/

ePertensce Ia eoria de conjuntos I logica? Mi ess ea que o (. los rimeros exlo.

radores de la ;m- ‘moderna entendieron que la teoria de conjui a p

o e caso da Frsge, Peans,  do varios Gontiniadercs suyos, principalments Whiishe dy

Russell. Frege Whn:hemdy Russell se absorvieron en e racic e matrablica o

Ia h‘:gil:a; o8 1884 Prege declazs qus por exs via e habia demostrado, refutando + Kan,

ue las verdades de la aritmética son analiticas. Pero, la logica capaz de albergar esa
mi
bles cuantificables, aun en el

P s tiene a intenin o significacién

s hubiera), y ll:nen como extensiones conjuntos; pero

=

@

5

;

atributos o loa tendrian,

= pueden Sar gaia) 1. cu.lnufl:uxﬁn ‘S0 dibn grosentar en posiciba da prodicad
corresponden las s G nombre propis. Quine: Filosofia de la lagica, 1973,
pp 116-120.
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de la légica de segundo orden que queremos resaltar y, al mismo tiempo,
procurar prudentemente dejar de lado el lenguaje altamente expresivo de
Frege $ Russell ya que la l6gica de segundo orden se distingue de la de
primer orden en que posee variables® relacionales ademés de las indivi-
duales y todas pueden cuantificarse. Con ello espero respetar, finalmen-
te, los limites de lo que se puede decir coherentemente en relacién con la
légica de orden superior.2

§2

Para presentar en un marco pedagégico la ensefianza de la 16-
gica de orden superior, mostraremos, por ejemplo, el temario de la
asignatura publicado en la memoria del programa oficial del pos-
grado interuniversitario en Logica y Filosofia de la Ciencia (PLFC),
en el que participan las uni de
de Madrid, La Laguna, Santlago de Compostcla A Corufia y Valla-
dolid??. El temario es el si 1.- Lenguaje y antica de la
légica de orden superior; 2.- Capacidad expresiva: (a) axiomatica
de Peano para los numeros natural:s, (b] axiomas de teoria de

3.- Propi ud, b) Incom-
pacidad. 4.- Semantica no estandar: mndelos generales; 5.- Para-
dojas y su solucién en teoria de tipos; 6.- Teoria simple de tipos de
Church; 7.- Identidad; 8.- Légica de orden superior en programa-
cion y en computacién.

Ahora bien, al margen de la densidad teérica, que no es poca,
con un nivel de posgrado, el temario presenta una estructura
estandar en tanto parte de un lenguaje de orden superior para
después construir un puente con la semantica de la légica de se-
gundo orden por intermedio de la teoria axiomatica de la teoria
de conjuntos, con lo cual se puede mostrar las correspondientes
propiedades metalogicas de la légica de segundo orden para que,
finalmente, extienda su analisis a la teoria de tipos y aplicaciones

19 M. Manzano & A. Huertas, Op. cit.

20 Ibid.

21 Actualmente recibe reconocimiento por su utilidad en aplicaciones y por su importancia
Ia informitica teérica. “Logicas de Orden Superior”. Programa. epimenides.usal.es/

cursos html. "Master en Logica y Filosofia de la Ciencia”, Departamento de Filosofia y

Logica y Filosofia de la Ciencia de la Facultad de Filosofia de la USAL.

Cit. epimenides.usal.es/. Segiin la memoria del programa el posgrado tiene por objetivo

dotar a sus titulados de un conocimiento de alto nivel en los ambitos de la argumenta-

ci6n, de la Légica en sus diversas aplicaciones a la tecnologia de la informacion, (pro-

blemas formales de desarrollo de nuevas tecnologias...), de la Ciencia y sus conflictos

sociales y del estudio de la relacion entre lenguaje y mundo. Ibid.

N
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alas ias de la i ion. Evi esta

cién presupone la logica de primer orden. Ahora bien, podriamos
preguntarnos, ¢puede ensefiarse logica de segundo orden con otro
criterio? ¢Existen materiales adecuados para ello?

Quizas sea el n de algunas

que nos ayuden a responder estas preguntas. En efecto, la logica
de segundo orden cuantifica sobre subconjuntos del universo del
discurso. Es decir, la légica de segundo orden, ademas de contener
las variables individuales, contiene variables de predicado®. Pero
esta diferencia marcada se ve mejor en el marco semantico, i.e,
cuando i evaluar una en una estructura. Nos
dice Jané que

(...) si a es una sentencia de primer orden, la verdad o falsedad de a en
una estructura A depende tinicamente de a y de lo que est4 explicitamente
dado al dar A, a saber: su universo, A, y la funcién de interpretacion, S,
de los sfmbolos del lenguaje...sin embargo, para determinar si una sen-
tencia de segundo orden es verdadera en una estructura A debemos salir
fuera de A; nos hace falta recurrir ala totalidad de subconjuntos de A y
ala relacion de cualquier niimero de argumentos entre elementos de A...
[por tanto] para evaluar correctamente las formulas de segundo orden es
esencial que consideremos todos los subconjuntos y todas esas relaciones.
[Ahora bien]... Entendemos qué es un subconjunto de un conjunto y qué
una relacién entre elementos del conjunto. Pero esto no significa que sea-
mos capaces de precisar qué subconjuntos tienen un conjunto dado y qué
relaciones se dan entre sus elementos. Esto es tema principal de la teoria
de conjuntos. De ahi que para resolver problemas en légica de segundo
orden debamos recurrir una y otra vez a las ensefianzas de la teorfa de
conjuntos

Con ello podemos considerar a la légica de segundo orden como
una teoria® de conjunto disfrazada de légica. Ahora bien, si bien
es cierto lo anterior, podemos retomar nuestra discusién en otro
nivel. Al no querer entrar en los procelosos mares de la teoria de
conjuntos ni ensefar légica de segundo orden con una estructu-
ra estd libre de ogi como podria ense-
fiarse, por ejemplo, logica modal® sin haber ensefiado légica pro-
posicional, nos permitimos esbozar nuestra propuesta: realizar
un analisis exhaustivo del concepto de consecuencia légica como
concepto fundamental de la légica e intentar caracterizar las di-

23 Jané: “Logica de orden superior”, Logica, 5, EIAF, Madrid, Trotta p. 106, 1995.

24 Ibid., 126-127. Suppes: Teoria axiomdtica de conjuntos, 1968, p. 11-79; Quine, Op. cit.,
Légica matemdtica, p. 163-200.

25 Manzano, M. & Huertas, A., Op. cit.

26 Chellas: Modal Logic, 1980, pp. 3-206; Gauker, Op. cit., pp. 142-160.
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ferencias fundamentales de LPO y LSO.? Para ello no deberiamos
salir de Légica para principiantes. En efecto, para ensefiar logica
de segundo orden debemos partir de la logica de primer orden (sin
presuponerla) y demostrar que la relacion de consecuencia logica
es finita en LOP (es compacta), y no lo es en la légica de segundo
orden. Nos dice Jané que “la relacién de consecuencia de un len-
guaje es de caracter finito si y solo si la légica de este lenguaje es
compacta. Que la logica de un lenguaje sea compacta significa que
siempre que todo ji finito de un de senten-
cias de este lenguaje tenga un modelo, el conjunto infinito también
lo tendra™?°. Con lo cual demostrar la lencia de la
compacxdad de una logxca (51 todo subconjunto finito de un conjunto
de es ese conjunto es, todo él,
satisfacible)*® y el caracter finito de la relacion de consecuencia en
LPO*!. Esto se logra, al fin y al cabo, porque el teorema de compa-
cidad es de naturaleza puramente semantica y puede ser resuelto
sin apelar a la nocién de deducibilidad: combinando los modelos
de los conjuntos finitos para construir el del conjunto infinito32.

Pero para ensenar y di esta i estu-
diar la metateoria de la logica de primer orden con rigor y preci-
sién. Por tanto, afirmamos que podemos ensefiar LSO desde la
metateoria de primer orden a partir de los materiales presentados
en Légica para principiantes por Manzano y Huertas que comple-
mentaremos con los apuntes de clases del profesor Gauker. Lo re-
levante de esta propuesta, desde el punto de vista pedagégico y
didactico, es que podemos estudiar los textos en versién PDF y, al
disponer de la plataforma gratuita de estos materiales en Internet,
estimulamos el proceso de aprendizaje tan importante en la ense-
nanza de la logica.

El contenido tematico del curso podria ser el siguiente: 1.- Va-
lidez®® en LPO (definir estructura, interpretacion y verdad en una

27 Abreviacion de légica de primer orden (LPO) y de logica de segundo orden (LSO).
28 Manzano, M. & Huertas, A., Op. cit.

29 Jané, Op. cit., p.114.

30 M. Manzano, Op. cit., "¢Qué es esa cosa llamada l6gica?”, p. 9.

31 Jané, Op. cit., Lc. Mosterin (1976): Légica de primer orden, pp. 107-138.

32 Manzano: Teoria de modelos, 1989, p. 20.

33 Manzano, M. & Huertas, A., Op. cit.
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estructura)**; 2.- Correccién® de LPO; 3.- Completud® de la légica
proposicional; 4.- Completud® de LPO; 5.- Logica de segundo or-
den (lenguaje y semantica de LSO). Esto significa que tendriamos
que presentar la metateoria de primer orden para poder mostrar
las limitaciones de la logica de segundo orden (y con ello de la
logica de orden superior) al no tener una validez recursivamente
enumerable®®. Ademas, demostrar plausxblemente que la misma
nocion de logica de do orden no esta bien
deter 3y, 1 icitar la tension exi: entre lo
que sabemos y lo que podemos probar®.

34 Ibid.
35 Ibid., 393-409. Hunter: Metaldgica, 1981, pp. 161-291; Garrido: Légica simbdlica, 1973,
326.

@

6 Ibid., 327. En una légica completa hay muchas teorias que no lo son. La teoria de los

ntmeros naturales no es una teoria completa pero todas 2us sentencias son d la igica

de primer orden que es una logica completa. Manzano- Huertas, Op. cit, Légica paraprin-

cipiantes, p. 31

Mlnnnn‘ Op. cit., Teorta de modelos, p. 19-22.

“Las propiedades l6gicas van decreciendo: mientras la 16gica proposicional posee un cal-

culoGeductivo corrects, ompleto.y decidibi, 1 de primer orden posce un cdlculo corec-

o completo, pero ya no es ﬂecldlble, ¥ 1a de segundo orden ni es decid see un

0, p. 121. En la wm. depri

s et S S e S verdad, sino que - puede demostrar que la Iégica

de primer orden no es decidible,

que en un namero finitos de pascs s s diga s una formula s vilida 0 no o es. Manzano,
Op. cit., “Divergencia y rivalida

Mosterin: “Légica y teoria de mn,unm PP. 236-237, 2004.

40 . Manzano, (cap) 17, p. 2. hp: //lnmm usal Lo Sabemos por el teorema de Lindstrém

que la logica de primer arden ¢ nte que verifica simultaneamente com-
Hletud, compaciiad y Lowenheim.Shoten, Manouns: Do sones prueba de la incomple-

Fud de i Jogin des ‘ségundo ordent, p. 512001

P
84

@
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