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CARDINALIDAD Y LA CONSTRUCCION
GENETICA DE LOS NUMEROS
NATURALES SEGUN RussELL



RESUMEN

En esta nota se recrea la construccion de los nomeros naturales segtin Bertrand Russell; es
una nermosa consiruccion que puede ser explicada desde el punto de vista genético y que
permite una ponderacion , no menos bela, sobre el enfoque que sostiens que la matemética
puede ser reducida a & [gica. La nota es de carécter didactico y caracteriza los presupuestos
metafisicos del logicismo de Russell.
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ABSTRACT

In this paper the construction of the natural numbers have been recreated according to Bertrand
Russell. 1t is a beautiful construction, which can be explained from the genetic point of view that
alows an estimation, no less beautiful, about the approach that sustaines that mathematics can
be reduced to logic. This paper has a didactic character and characterizes the metaphysical
suppossition of the logicism of Russell.

Key words: Cardinality, ontciogy, logicism.
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La nocién de cardinalidad se puede explicar facilmente mediante
un sencillo ejemplo. Si en un aula todos los alumnos estan sentados en
su pupitre y no sobran ni faltan pupitres, los conjuntos de alumnos y
pupitres tienen la misma cantidad de elementos, no sabemos cuantos,
pero seguro que tienen la misma cardinalidad. Por eso dice Russell:

“Dos clases tienen el mismo nimero cuando, y solo cuando, existe
una relacién uno a uno cuyo dominio incluye a la primera clase, y que
es tal que la clase de los correlacionados de los términos de la primera
clase es idéntica con la otra clase.”

Lo cual define la Cardinalidad: Dos conjuntos Xe Ytienen la misma
cantidad de elementos (cardinalidad) si existe una funcién biyectiva f
entre ellos.

¢Que tienen en comin José Ortega y Gasset, Bolivary usted?; y ; el
gordo y el flaco, Abbott y Costello, Hansel y Gretel, mi par de piernas,
los hermanos Grimm, Batman y Robin, Mortadelo y Filemén con Romeo
y Julieta? ;En que sentido son iguales los tres tristes tigres, las tres
gracias, los tres cochinitos, las tres leyes de la mecanica de Newton,
los tres chiflados y los tres reyes magos?y ;los cuatro puntos cardinales
con los cuatro evangelios? ;Qué nos permite comparar al conjunto de
los dedos de mi mano derecha, a la cual ni le sobran ni le faltan dedos,
con los postulados de la geometria de Euclides y el conjunto de los
vértices de un pentadgono? y ;las seis puntas de |a estrella de David

1 RUSSELL, B Las principios de fa matematica (Traducido por J. C. Grimberg, 1967). Espasa Caipe,
Madrid, 1903, p. 113.
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con un hexagono? jLos siete enanos, las siete plagas, los dias de la
semana y los siete pecados capitales? jLos diez mandamientos y las
diez jornadas y diez narraciones del Decamerdn?y ylos doce apdstoles,
las doce campanadas de fin de afio, los doce meses y las doce uvas
del tiempo?

Sin duda alguna que tienen la misma cantidad o el mismo ndmero
de elementos. Lo que define un ndmero es una clase de conjuntos
equivalentes (generados por la relacién de equivalencia “tener la misma
cantidad de elementos”). No es el nimero mismo el que da origen
a los conjuntos. La nocién de funcién es anterior a la de nimero. No
se necesita contar si los pupitres de un salén corresponden al mismo
numero de alumnos; basta con pedirles a los alumnos que se sienten.

Los nimeros naturales pueden ser definidos mediante una serie
de sucesiones a partir de un elemento inicial. Una vez que tenemos el
primer elemento {generalmente denominado por ‘0') necesitamos una
forma de “incrementar uno” a ese elemento. De esta manera, el 1 sera
“incrementar uno” al 0, el 2 seré “incrementar uno” al 1, etc.

Pero, jcomo definimos el primer elemento que genera las
sucesiones? ;Como definimos el 07 Veamos qué nos sugiere nuestra
larga pregunta retérica: los tres tristes tigres, las tres gracias, los tres
" cochinitos, las tres leyes de la mecénica de Newton, los tres chiflados
y los tres reyes magos son todos conjuntos con tres elementos:

3 ={{Fe, Esperanza, Caridad}, {Curly, Larry, Moe}, {Gaspar,
Melchor, Baltasar},...}
= {{X} | {X} biyectable con {a, b, c}}
= X b, o}, b, e
Es decir, la familia de conjuntos de todos los conjuntos con tres
elementos:

{X{a, b ,c}}{a, b.ch=3

Y de ahf que exista entre ellos y el conjunto {a, b, ¢} una funcion
biyectiva y una relacién de equivalencia n, (tener el mismo nimero de
elementos) que genera a los conjuntos de la particion:

X("- b.c} = {x |T|1{a1 b; C}x}
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El conjunto de tres elementos puede ser cualquiera, no
necesariamente {a, b, c}, podriamos haber elegido a {Curly, Larry,
- Moe}:

X = {x [n,{Curly, Larry, Moe}x}

{Curly, Larry, Moe}

Similarmente con dos:

= {{el gordoy el flaco}, {Abbotty Costello}, {Hansel y Gretel},
{Batman y Robin}, {Mortadelo y Filemén},...}

= {{X} | {X} tiene 2 elementos} = {X_} ..

Familia de conjuntos de todos los conjuntos con dos elementos.

{JYIa, b}} {a, blez

Clase de equivalencia, por ejemplo:

X{a, bF {x |T|1 {a, b}X}

Similarmente con uno. Familia de conjuntos de todos los conjuntos
con un elemento. -

{X(a}}{ale1

Clase de equivalencia, por ejemplo:
X,y =txn,{alx}
La gran pregunta: ¢Qué pasa con la clave de todos los conjuntos

con ningun elemento? Notemos que hay muchos representantes de
esa clase:

N

| x es una oracién verdadera y falsa a la vez)
{x r es un ser humano que no lo es}
{x
{

fl

Ir

| x un es circulo redondo}
|x+x=xyx=0}=1,.}
} [ {X} tiene O elementos} = {X

It

{fx
1,
L
L,
{l

]

o=
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Los conjuntos de {Curly, Larry, Moe} y {Fe, Esperanza, Caridad}
tienen la misma cantidad de elementos pero su referencia es distinta.
Pero, cuando un conjunto es vacio simplemente no refiere y, asi, todos
los conjuntos vacios tienen la misma cantidad de elementos, ninguno,
y la misma referencia, nada. Asi el 0 es igual a la clase {1}. jYa tenemos
un primer elementol:

0= {i}.

Ya podemos generar a todos los nimeros e “incrementar uno™:

0={4 De nonada crié Dios el mundo {(Hugo Celso)
1= {{1}} = {0} que tiene un elemento.
2={{, {={1 que tiene dos elementos.

3={{U, {0 {1, i =10, 1,2}  que tiene tres elementos.

Cada conjunto se forma tomando a los anteriores conjuntos como
elementos.

Dijo Russell: “En resumen: Mateméticamente, un nimero no es otra
cosa que una clase de clases semejantes: esta definicién nos permite la
deduccién de todas las propiedades usuales de los nimeros, ya sean
finitos o infinitos, y es la Gnica que es posible (hasta donde conozco)
expresar en términos de los conceptos fundamentales de la 16gica
general“2.

La nocién de funcién es anterior a la de nimero y la de conjunto
a la de funcién. De ahi que Frege y Russell creyeran que se derivaba
toda la matematica de la logica. Una vez que se tienen los numeros
naturales, se construyen los enteros y, de éstos, los racionales; luego,
los reales, los complejos, etc., segn los procedimientos candnicos de
los libros de algebra moderna.

Russell y Whitehead usaron en Principia el prefijo de existencia ‘A"
y de generalizacién 'V’ aplicado, no sélo a variables de individuos, sino
también a predicados. Por ejemplo, '(AP)(¥x} Px"y tal oracién se lee:
«Existe un atributo o propiedad P tal que, no importa lo que x pueda
ser, x tiene el atributo o propiedad P». Por lo que la cuantificacién
sobre predicados representaba a los atributos © propiedades. Asi,

2 RUSSELL, B.Op.CH, p. 116,
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“sustituian” ‘P’ por el atributo de ser par o paridad, o por el atributo de
ser rojo o rofez, o por la propiedad de ser divisible o divisibilidad, Esto
producia una sutil confusion que consistia en que parecia natural que
la oracion abierta 'x es sabio’ se leyera como 'x tiene la propiedad de
ser sabio’, lo cual produjo una sistemética ambigliedad en el uso de |a
expresion ‘funcién proposicional”: unas veces la usaron para referirse
a predicados {sabio: como una referencia abreviada de un término
para todas y cada una de las personas sabias), otras, para referirse a
atributos (la propiedad de ser sabio o sabiduria: una entidad abstracta
universal de la cual participan todas las personas sabias). A partir de
lo anterior, Russell sugirié a una teoria del conocimiento que distingue
entre conocimiento directo y conocimiento por descripcién. Tenemos
conocimiento directo, segun Russell, de los universales o propiedades
(azul, rojo, diferente de, etc.) y de Ios datos sensoriales (el azul de esta
camisa, el rojo de tal otra, etc.).

Dada la ambigiiedad en el uso de la expresién "funcion
proposicional’, unas veces come predicado y otras como propiedad,
algunos sostuvieron que los predicados tienen como intensién a los
atributos, y como extension a los conjuntos, v, a partir de esto muchos
creyeron, incluyendo a los propios Russell y Whitehead, que habian
derivado la teoria de conjuntos de la |6gica. Pero, como los conjuntos
no son predicados y no se reducen a ellos, Russell y Whitehead no
lograron demostrar la tesis logicista.

Gddel compartia la tesis metafisica de Russell; escribié refiriéndose
a la obra l6gico-matemética de Russell:

“Me parece que la suposicién de tales objetos [clases y conceptos
como objetos reales] es tan legitima como la suposicion de los cuerpos
fisicos (...). Ellos son en el mismo sentido necesarios para obtener un
sistema satisfactorio de las matemaéticas como los cuerpos fisicos son
necesarios para una teoria satisfactoria de nuestras percepciones
sensoriales, y en ambos casos es imposible interpretar las proposiciones
gue uno quiere aseverar acerca de estas entidades como proposiciones
acerca de los datos®.”

Russell y Gédel eran realistas matemaéticos. Insistian en |a existencia
de las clases de manera independiente del sujeto cognoscente. Su

3 GODEL, K. Obras completas (Traducido por Jestis Mosterin, 1989). Allanza, Madirid, 1929-1936,

p. 128,
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justificacién es un criterio de necesidad matematica: tienen que
existir las entidades que son indispensables para las teorias que han
mostrado tener éxito. Los nimeros y, por lo tanto, las clases existen
porque refieren a los objetos de un determinado universo del discurso,
segdn un particular marco lingdistico o teorfa, y porque, ademas, son
indispensables para el desarrollo de la matemética y la fisica. Hay
gue tener un cOMpPromiso ontolégico con. ellos. Esta tesis ontologica
también la sostienen, en algin momento, Quine y Putnam®.

La teorfa de conjuntos puede ser entendida como una légica
extendida mediante la relacién de ‘€', decia Quine en Mathematical
Logic: la teorfa de conjuntos es laldgica de ‘€' Asi lo entendié Russell
‘al declarar la reduccién de la maternética a la Iégica, aunque sin notar
que lo que habfa declarado era la reduccién de la matemitica a la
teoria de conjuntos. Si por ldgica se entiende una I6gica extendida
mediante la légica de ‘€, entonces Russell si llevo a cabo su promesa
de reducir la maternatica a la 16gica; esto es lo que muestra la génesis
de la construccion de los niimeros naturales de Russell. En este sentido,
ol resto de la discusidn es una cuestion terminolégica; una eleccion de
palabras.
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